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Resumo
Neste trabalho, estudamos modelos cosmolo´gicos gene´ricos com campos fermioˆnicos
e taquioˆnicos na˜o-minimamente acoplados ao campo gravitacional. A partir da
te´cnica da simetria de Noether, determinamos as poss´ıveis formas do potencial e
do acoplamento para a ac¸a˜o geral que descreve o modelo. Obtemos as soluc¸o˜es
cosmolo´gicas das equac¸o˜es de campo e analisamos quais cena´rios estas podem des-
crever. Quando os resultados indicam um comportamento quintessencial do campo,
a viabilidade do modelo e´ verificada atrave´s do confronto das curvas teo´ricas com
os dados da astronomia experimental.
Abstract
In this work, we study generic cosmological models with fermion and tachyon fields
non-minimally coupled with the gravitational field. From the technique of the No-
ether symmetry, we determine the possible forms of the potential and of the coupling
for the action that describes the model. We obtain the cosmological solutions of the
field equations and analyse what scenarios they can describe. When the results
indicate a quintessential behavior of the field, the viability of the model is verified
through the confrontation of the theoretical curves with the data from the experi-
mental astronomy.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Omodelo cosmolo´gico conhecido popularmente como Big Bang, base-
ado na teoria da relatividade geral de Einstein, indubitavelmente teve eˆxito nas ex-
plicac¸o˜es de muitas observac¸o˜es. No entanto, existem alguns fatos experimentais
que esse modelo, em sua forma original – chamado de modelo padra˜o –, na˜o pode
explicar. Naturalmente, isso exige uma reformulac¸a˜o das premissas envolvidas na
construc¸a˜o de tal modelo, ou ate´ mesmo correc¸o˜es na pro´pria teoria da relatividade
geral.
A Cosmologia inflaciona´ria [1, 2, 3] foi proposta com o intuito de se
resolver alguns dos primeiros problemas arrostados pelo modelo padra˜o, e deu conta
de resolver, com algum sucesso, os problemas da planaridade do Universo e da ho-
mogeneidade da radiac¸a˜o co´smica de fundo. Nessa classe de modelo, um campo
escalar e´ o responsa´vel pela fugaz expansa˜o acelerada do Universo primordial, que
posteriormente ingressa num per´ıodo dominado pelo campo de mate´ria, passando
enta˜o para uma fase desacelerada.
As recentes observac¸o˜es astronoˆmicas, baseadas em dados das super-
novas do tipo Ia, mostram que apo´s a fase desacelarada do Universo segue uma nova
fase acelerada [4, 5], a qual o modelo padra˜o tambe´m malogrou em explicar. Os da-
dos experimentais ainda indicam que o valor do paraˆmetro de densidade esta´ muito
pro´ximo da unidade. Entretanto, verifica-se que os constituintes conhecidos do Uni-
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verso na˜o da˜o conta desse valor, o que nos incita a admitir a existeˆncia de um com-
ponente ainda desconhecido para a Cosmologia. Inevitavelmente, tal discrepaˆncia
com as observac¸o˜es torna-se um grande enigma. Desse impasse, concebeu-se o ta˜o
famoso e enigma´tico ente chamado energia escura, o qual deve compor quase 3/4
da densidade de energia do Universo para estar de acordo com o que e´ observado.
Possivelmente, a energia escura e´ tambe´m o constituinte responsa´vel pela expansa˜o
acelerada do Universo, o que conecta o problema da acelerac¸a˜o co´smica observada
hoje com o problema do paraˆmetro de densidade. Seguindo-se o paradigma da re-
latividade geral, foram propostos va´rios candidatos a` energia escura, sendo que,
dentro desse escopo, a ide´ia mais difundida e´ a de um campo escalar representando
a energia escura, conhecido como quintesseˆncia.
Tendo em vista as falhas do modelo padra˜o, a Cosmologia busca
hoje por modelos que expliquem satisfatoriamente tanto a expansa˜o acelerada atual
como toda a evoluc¸a˜o cosmolo´gica, desde o per´ıodo inflaciona´rio ate´ o presente,
visando, assim, descrever por completo o quadro observado. Os modelos mais inves-
tigados pela comunidade cient´ıfica sa˜o aqueles que valem-se de um campo escalar
acoplado mı´nima ou na˜o-minimamente ao campo gravitacional, apresentando-se
como inflaton ou como energia escura [6, 7, 8]. Modelos com correc¸o˜es na ac¸a˜o de
Einstein-Hilbert [9, 10, 11, 12] tambe´m sa˜o investigados com o objetivo de se encon-
trar explicac¸o˜es para as observac¸o˜es astronoˆmicas. Ale´m destes, existem os modelos
que consideram o ga´s de Chaplygin e o de Van der Walls como os responsa´veis pela
expansa˜o acelerada atual [13, 14, 15, 16, 17, 18].
Nesta dissertac¸a˜o, analisaremos modelos cosmolo´gicos gene´ricos que
consideram campos fermioˆnicos e taquioˆnicos como fontes de campo gravitacional.
Procuraremos determinar as formas das ac¸o˜es dos modelos a partir da existeˆncia
de uma simetria de Noether para a Lagrangiana pontual derivada da ac¸a˜o geral.
Alguns trabalhos na literatura utilizaram-se da simetria de Noether para estudar
modelos com campos escalares [9, 10, 11, 12, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. Com esse proce-
dimento, as formas determinadas sa˜o tais que, naturalmente, eliminamos a violac¸a˜o
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de quaisquer leis de conservac¸a˜o. O crite´rio da existeˆncia de simetria funciona como
um primeiro princ´ıpio para a determinac¸a˜o das formas de densidades de potencial de
auto-interac¸a˜o e de acoplamentos na˜o-mı´nimos com o campo gravitacional. Desse
modo, evita-se a proposic¸a˜o de um modelo de maneira ad hoc, a qual na˜o permite
justificativas fundamentais para as escolhas das func¸o˜es contidas na ac¸a˜o.
O presente estudo mostrara´ que um campo fermioˆnico acoplado ao
campo gravitacional pode, de acordo com a simetria de Noether, descrever um
per´ıodo inflaciona´rio e um per´ıodo desacelerado, quando figura como mate´ria or-
dina´ria. No entanto, tal modelo na˜o pode dar conta de explicar a acelerac¸a˜o atual,
ou seja, na˜o pode exibir um comportamento tal qual o da energia escura. Para os
modelos com campos taquioˆnicos acoplados ao campo gravitacional, verificar-se-a´
que os ta´quions tanto descrevem a expansa˜o acelerada concernente a` e´poca infla-
ciona´ria quanto podem se comportar como energia escura. As curvas obtidas para
esse modelo sa˜o confrontadas com os dados astronoˆmicos atuais, mostrando-se, dessa
forma, que o modelo consegue uma boa descric¸a˜o do que e´ obervado.
Por fim, analisa-se a existeˆncia de tipos de simetria de Noether
que admitem densidades de potencial de auto-interac¸a˜o com valor constante para
fe´rmions e ta´quions. Esses tipos de densidade de potencial produzem ”constantes
cosmolo´gicas” efetivas varia´veis no tempo, o que pode ser algo interessante, haja
vista que no modelo tradicional de constante cosmolo´gica existem problemas rela-
cionados ao pro´prio valor da constante cosmolo´gica – de acordo com as estimativas
baseadas nos dados observacionais, esta na˜o deve apresentar um valor constante no
tempo, o que contraria a esseˆncia do pro´prio modelo.
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Cap´ıtulo 2
Relatividade Geral
Em 1915, Albert Einstein publicou sua teoria da relatividade geral
[25], a qual extendeu a relatividade restrita para uma teoria que incorpora campos
gravitacionais. Desta feita, surgiu uma nova teoria da gravitac¸a˜o, que interpretou o
campo gravitacional como uma manifestac¸a˜o da curvatura do espac¸o-tempo devido
a` presenc¸a de mate´ria-energia.
O fundamento da relatividade geral esta´ no princ´ıpio da equivaleˆncia,
o qual se refere a` equivaleˆncia entre um campo gravitacional e um referencial na˜o
inercial. As consequ¨eˆncias de tal fundamento sa˜o desdobradas matematicamente
atrave´s do princ´ıpio da covaraˆncia geral : a equac¸a˜o que descreve uma lei f´ısica
deve ter a mesma forma em todos os referenciais – inerciais e na˜o inerciais – ou,
formalmente falando, deve ser escrita em forma covariante [26].
2.1 Princ´ıpio da Equivaleˆncia
E´ fato que os campos gravitacionais teˆm a propriedade de que todos
os corpos se movem da mesma forma na presenc¸a destes (se as condic¸o˜es iniciais
forem as mesmas), independente da massa ou da carga. Como exemplo, todos os
corpos sujeitos ao campo gravitacional da Terra sofrem a mesma acelerac¸a˜o, inde-
pendente de suas massas.
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Grac¸as a essa propriedade dos campos gravitacionais, podemos fazer
uma analogia entre o movimento de corpos num campo gravitacional e o movimento
de corpos num referencial na˜o inercial. A propo´sito, sabemos que o movimento li-
vre dos corpos num referencial inercial se processa retil´ınea e uniformemente por
todo o tempo. Enta˜o, se observamos o movimento livre desses corpos a partir de
um referencial na˜o inercial, certamente os veremos moverem-se todos da mesma
forma. Se observamos um corpo movendo-se livremente a partir de um referen-
cial com acelerac¸a˜o constante, o veremos se mover com uma acelerac¸a˜o igual em
mo´dulo e em sentido oposto ao do pro´prio referencial. Isso simula, por exemplo, o
campo gravitacional da Terra sobre pequenas regio˜es (o mesmo pode ser considerado
constante em pequenas regio˜es). Disso, conclu´ımos que as propriedados dos movi-
mentos dos corpos num referencial na˜o inercial sa˜o ideˆnticas a`s dos movimentos dos
corpos num campo gravitacional, e podemos dizer que um referencial na˜o inercial e´
equivalente a um certo campo gravitacional. Este e´ o princ´ıpio da equivaleˆncia.
Por outro lado, em cada ponto do espac¸o sujeito a um campo gravi-
tacional, podemos definir um referencial localmente inercial. Isso e´ poss´ıvel porque
os corpos se movem da mesma forma num campo gravitacional, pois essa proprie-
dade nos permite estabelecer um referencial que se move solidariamente aos corpos
em queda livre nesse campo (um referencial que esta´ em queda livre no campo
gravitacional da mesma maneira que os corpos), a partir do qual na˜o percebemos
qualquer acelerac¸a˜o dos corpos. Assim, nesse referencial localmente inercial, as leis
da F´ısica devem ser as mesmas que as em um referencial na auseˆncia de campo
gravitacional.
A partir do que foi exposto acima, escrevemos o princ´ıpio da co-
varaˆncia geral: uma equac¸a˜o e´ va´lida num dado campo gravitacional se for va´lida
tambe´m na auseˆncia deste. Em outras palavras, uma equac¸a˜o e´ va´lida num campo
gravitacional se estiver de acordo com a relatividade restrita e preservar sua forma
sob transformac¸a˜o geral de coordenadas.
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2.2 Dinaˆmica da Part´ıcula em Relatividade Geral
Consideremos uma part´ıcula em queda livre num campo gravita-
cional, vista a partir de um sistema de coordenadas ξα solida´rio a` mesma. Esse
sistema e´ localmente inercial, do qual na˜o se observa qualquer acelerac¸a˜o da part´ıcula
[26]. Portanto, conforme o princ´ıpio da equivaleˆncia, as leis da relatividade restrita
sa˜o va´lidas nesse sistema. Enta˜o, a equac¸a˜o de movimento que descreve a dinaˆmica
da part´ıcula sera´
d2ξα
dτ 2
= 0, (2.1)
onde dτ 2 = ds2/c2 e´ o tempo pro´prio medido no referencial localmente inercial.
Tomemos agora um sistema coordenado xµ em repouso num campo
gravitacional. Utilizando a regra da cadeia, podemos determinar a dinaˆmica da
part´ıcula vista a partir do referencial xµ
d
dτ
(
∂ξα
∂xµ
∂xµ
∂τ
)
= 0, (2.2)
que apo´s o desenvolvimento da derivada temporal, toma a forma
d2xµ
dτ 2
∂ξα
∂xµ
+
∂2ξα
∂xµ∂xν
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 0. (2.3)
Agora, multiplicando essa equac¸a˜o por ∂xλ/∂ξα, obtemos
d2xλ
dτ 2
+ Γλµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 0, (2.4)
onde Γλµν e´ chamado de conexa˜o afim e definido como
Γλµν =
∂2ξα
∂xµ∂xν
∂xλ
∂ξα
. (2.5)
Uma vez que as derivadas de primeira ordem comutam, da equac¸a˜o
(2.5), segue que a conexa˜o afim e´ sime´trica com relac¸a˜o aos ı´ndices inferiores
Γλµν = Γ
λ
νµ. (2.6)
Num referencial localmente inercial, valem as leis da relatividade restrita e
na˜o podemos perceber um campo gravitacional a partir deste. Mas, quando pas-
samos para um referencial em repouso no campo gravitacional, percebemos que a
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equac¸a˜o de movimento escrita a partir deste (2.4) apresenta um termo adicional(
Γλµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
)
, quando comparada a` equac¸a˜o de movimento escrita a partir do sis-
tema localmente inercial (2.1). Isso justamente indica a presenc¸a de um campo
gravitacional, e ao mesmo tempo nos diz que o espac¸o-tempo e´ curvo. Portanto,
podemos descrever um campo gravitacional a partir da curvatura do espac¸o-tempo,
ou falando de outra forma, atrave´s da geometria do espac¸o-tempo.
Num espac¸o-tempo curvo gene´rico, o elemento de linha tem a forma
ds2 = gµνdx
µdxν , (2.7)
onde gµν e´ o tensor me´trico – o qual e´ sime´trico (gµν = gνµ) –, cujas componentes
definem a geometria do espac¸o-tempo e, consequ¨entemente, a dinaˆmica num campo
gravitacional.
O comprimento da curva descrita por uma part´ıcula em movimento
entre os pontos gene´ricos a e b, parametrizada por τ (xµ = xµ(τ)), e´ enta˜o dado por
s =
∫ b
a
(
gµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
) 1
2
dτ. (2.8)
Agora, variando (2.8) com relac¸a˜o a gµν e extremizando
δ
∫ b
a
(
gµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
) 1
2
dτ = 0, (2.9)
obtemos a equac¸a˜o (2.4) na forma
d2xλ
dτ 2
+
1
2
gκλ
(
∂gνκ
∂xµ
+
∂gµκ
∂xν
− ∂gµν
∂xκ
)
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 0, (2.10)
com
Γλµν =
1
2
gκλ
(
∂gνκ
∂xµ
+
∂gµκ
∂xν
− ∂gµν
∂xκ
)
, (2.11)
que expressa a conexa˜o afim em termos do tensor me´trico.
Sabemos que mate´ria-energia gera um campo gravitacional. Por
outro lado, a partir do princ´ıpio da equivaleˆncia, vimos que a dinaˆmica de uma
part´ıcula num campo gravitacional pode ser determinada pela geometria do espac¸o-
tempo, que e´ curvada quando na presenc¸a de fontes de campo gravitacional. Da´ı,
conclu´ımos que a presenc¸a de mate´ria-energia causa uma curvatura no espac¸o-tempo,
a qual e´ sentida pela part´ıcula como um campo de gravitac¸a˜o.
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2.3 Tensor de Curvatura
Em qualquer ponto do espac¸o-tempo, o tensor me´trico e´ uma ma-
triz sime´trica de nu´meros reais. De acordo com a a´lgebra das matrizes, existe uma
transformac¸a˜o que diagonaliza tal matriz, com todas as componentes da diagonal
assumindo valores +1 ou –1. Mas, em geral, na˜o e´ poss´ıvel encontrar um sistema
de coordenadas no qual o tensor me´trico reduz-se a` forma diagonal, com as compo-
nentes tomando os valores +1 ou –1 em todo o espac¸o. A importaˆncia de saber se
existe tal sistema de coordenadas reside no fato de que se a me´trica pode ser escrita
nessa forma, significa que o espac¸o em questa˜o e´ plano (ou na˜o curvo) – nesse caso
a me´trica e´ dita plana.
A questa˜o e´: de que maneira podemos garantir que existe um sis-
tema de coordenadas no qual a matriz do tensor me´trico assume tal forma em todo
o espac¸o? Ou, equivalentemente: de que maneira podemos garantir que a me´trica e´
plana? A resposta a essa pergunta esta´ no seguinte teorema
A nulidade do tensor de curvatura e´ condic¸a˜o necessa´ria e sufici-
ente para uma me´trica ser plana.
O tensor de curvatura e´ definido por
Rλµνκ =
∂Γλµν
∂xκ
− ∂Γ
λ
µκ
∂xν
+ ΓλσκΓ
σ
µν − ΓλσνΓσµκ. (2.12)
Essa necessidade prove´m do fato de que se existe um sistema coor-
denado no qual o tensor me´trico apresenta as propriedades descritas anteriormente
(correspondendo a um espac¸o plano), o mesmo sera´ obrigatoriamente constante em
todo o espac¸o e, enta˜o, suas derivadas sera˜o nulas, o que tambe´m leva os Γλµν e as
suas derivadas a se anularem (ver equac¸a˜o (2.11)). Disso, segue que o tensor de
curvatura sera´ nulo. Dessa forma, a definic¸a˜o do tensor de curvatura e´ uma leg´ıtima
definic¸a˜o de medida da curvatura do espac¸o.
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A seguir esta˜o listadas as propriedades fundamentais do tensor de
curvatura


i) Anti-simetria com relac¸a˜o a` troca de ı´ndices do primeiro par de ı´ndices:
Rλµνκ = −Rµλνκ;
ii) Anti-simetria com relac¸a˜o a` troca de ı´ndices do segundo par de ı´ndices:
Rλµνκ = −Rλµκν ;
iii) Simetria com relac¸a˜o a` troca do primeiro par de ı´ndices com o segundo:
Rλµνκ = Rνκλµ.
Pela contrac¸a˜o do tensor de curvatura com o tensor me´trico, defi-
nimos um outro importante tensor, o tensor de Ricci
Rµκ = g
λνRλµνκ = R
λ
µλκ. (2.13)
Por sua vez, contraindo o tensor de Ricci com o tensor me´trico, defi-
nimos o escalar de curvatura (ou escalar de Ricci)
R = gµκRµκ. (2.14)
E´ importante notar aqui que R/2 e´ igual a conhecida curvatura de Gauss para uma
superf´ıcie – o inverso do produto dos raios de curvatura principais.
Agora, a partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, podemos
construir um novo tensor sime´trico
Rµν − 1
2
gµνR, (2.15)
chamado tensor de Einstein.
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O tensor de Einstein satisfaz as chamadas identidades contra´ıdas de
Bianchi
∇µ
(
Rµν − 1
2
gµνR
)
= 0, (2.16)
que, como veremos, desempenham um papel importante em relatividade geral, pois
esta˜o associadas a uma lei de conservac¸a˜o.
2.4 Tensor Energia-Momento
O tensor energia-momento, denotado por Tµν , representa o fluxo do
quadrimomento pµ atrave´s da hipersuperf´ıcie que encerra as fontes do campo. O
tensor energia-momento e´ um tensor sime´trico, Tµν = Tνµ, cujas componentes levam
consigo um significado f´ısico, a saber


i) T00 – Componente temporal:
Densidade de energia;
ii) Ti0 = T0i – Componentes espac¸o-temporais:
Densidade da i-e´sima componente de momento;
iii) Tii – Componentes espaciais (´ındices de mesmo valor):
Fluxo da i-e´sima componente de momento atrave´s da superf´ıcie
cuja direc¸a˜o normal esta´ na direc¸a˜o i (pressa˜o);
iv) Tij (i 6= j) – Componentes espaciais (´ındices de valores diferentes):
Fluxo da i-e´sima componente de momento atrave´s da superf´ıcie
cuja direc¸a˜o normal esta´ na direc¸a˜o k.
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A lei de conservac¸a˜o do tensor energia-momento e´ satisfeita com a
condic¸a˜o de nulidade da derivada covariante de T µν
∇νT µν = 0, (2.17)
onde a quantidade conservada concerne a todas as fontes do campo gravitacional
considerado.
Um exemplo de tensor energia-momento muito importante e´ o de
um fluido perfeito, com densidade de energia ρ, pressa˜o p e quadrivelocidade Uµ =
dxµ/dτ
T µν =
(
ρ+
p
c2
)
UµUν − pgµν . (2.18)
2.5 Equac¸o˜es de Einstein da Gravitac¸a˜o
Na sec¸a˜o 2.2, vimos que um campo gravitacional pode ser inter-
pretado como a curvatura do espac¸o-tempo devido a` presenc¸a de mate´ria-energia.
O problema fundamental e´ encontrar uma equac¸a˜o que relaciona a geometria do
espac¸o-tempo com a distribuic¸a˜o de mate´ria-energia.
Utilizaremos o princ´ıpio da mı´nima ac¸a˜o [27, 28] para encontrar essa
relac¸a˜o. Iniciamos de uma ac¸a˜o total ST , que e´ a soma da ac¸a˜o do campo gravita-
cional SG com a ac¸a˜o do campo de mate´ria Sm
ST = SG + Sm =
c3
16πG
∫
R
√−gd4x+ 1
c
∫
Lm
√−gd4x, (2.19)
onde Lm representa a densidade de Lagrangiana da mate´ria e g e´ o determinante da
matriz que representa o tensor me´trico gµν . A forma
√−gd4x e´ a generalizac¸a˜o do
volume diferencial num espac¸o plano para um hipervolume diferencial num espac¸o
curvo.
Agora, aplicando o princ´ıpio da mı´nima ac¸a˜o a (2.19), devemos ter
δST = δSG + δSm = 0, (2.20)
onde a variac¸a˜o e´ feita com relac¸a˜o a gµν .
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A variac¸a˜o da ac¸a˜o do campo gravitacional com respeito a gµν nos
leva a
δSG =
c3
16πG
∫ (
Rµν − 1
2
gµνR
)
δgµν
√−gd4x, (2.21)
pois δ
√−g = −1
2
gµν
√−g δgµν e a integral c3
16piG
∫ (
gµν
√−g δRµν
)
d4x se anula na
fronteira de integrac¸a˜o.
Por sua vez, a variac¸a˜o da ac¸a˜o do campo de mate´ria com respeito a
gµν nos fornece
δSm =
1
2c
∫
Tµνδg
µν√−gd4x, (2.22)
onde Tµν e´ definido como
Tµν =
2√−g
δ
√−gLm
δgµν
. (2.23)
Por fim, a variac¸a˜o da ac¸a˜o total com relac¸a˜o a gµν sera´
δST =
c3
16πG
∫ (
Rµν − 1
2
gµνR +
8πG
c4
Tµν
)
δgµν
√−gd4x = 0, (2.24)
e como o termo δgµν e´ arbitra´rio, o princ´ıpio da mı´nima ac¸a˜o e´ satisfeito se
Rµν − 1
2
gµνR = −8πG
c4
Tµν . (2.25)
Estas sa˜o as equac¸o˜es de Einstein da gravitac¸a˜o. O lado direito
descreve a distribuic¸a˜o de mate´ria-energia e o lado esquerdo a resposta da geome-
tria do espac¸o-tempo a essa distribuic¸a˜o. Podemos ver, tendo em vista as equac¸o˜es
(2.15) e (2.16), que o lado esquerdo das equac¸o˜es de Einstein satisfaz as identidades
contra´ıdas de Bianchi, o que implica na derivada covariante do lado direito tambe´m
ser nula, ou seja, que as fontes do campo gravitacional obedecem a`s leis de con-
servac¸a˜o, conforme (2.17). Isso mostra a consisteˆncia f´ısica de tal teoria geome´trica
da gravitac¸a˜o.
Um fato interessante e´ que, se adicionamos a` equac¸a˜o (2.25) um
termo linear em gµν , as identidades de Bianchi continuam satisfeitas e a equac¸a˜o da
gravitac¸a˜o permanece fisicamente consistente. Da´ı, podemos dizer que a forma mais
geral das equac¸o˜es de Einstein e´
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Rµν − 1
2
gµνR + Λgµν = −8πG
c4
Tµν , (2.26)
onde Λ e´ a famosa constante cosmolo´gica, introduzida inicialmente por Einstein
com a finalidade de se obter soluc¸o˜es cosmolo´gicas que descrevem um Universo
estaciona´rio.
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Cap´ıtulo 3
Cosmologia
Com o advento da relatividade geral, pela primeira vez se teve em
ma˜os uma teoria que possibilitava a descric¸a˜o do Universo como um todo. Assim,
a Cosmologia deixou de ser apenas uma especulac¸a˜o metaf´ısica para tornar-se um
ramo da F´ısica. A relatividade geral permitia soluc¸o˜es de um Universo na˜o esta´tico
e, em 1929, as observac¸o˜es astronoˆmicas de Edwin Hubble mostraram que o Uni-
verso estava em expansa˜o.
As observac¸o˜es astronoˆmicos permitiram estabelecer fundamentos
va´lidos para todo o Universo, de onde nasceu um importante pilar para o desen-
volvimento da Cosmologia, o chamado princ´ıpio cosmolo´gico, que estabelece ser o
Universo homogeˆneo e isotro´pico em larga escala. Dessa forma, poˆde-se construir
modelos teo´ricos gerais que descrevem a evoluc¸a˜o do cosmos como um todo. Na
de´cada de 40, Gamow, Alpher e Herman previram a existeˆncia de uma radiac¸a˜o que
permeava todo o Universo – hoje chamada de radiac¸a˜o co´smica de fundo –, oriunda
da e´poca em que a radiac¸a˜o se desacoplou da mate´ria. Essa previsa˜o foi confirmada
na de´cada de 60, consolidando a Cosmologia como Cieˆncia.
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3.1 Observac¸o˜es Astronoˆmicas e Fundamentos da
Cosmologia
A mais importante observac¸a˜o astronoˆmica para a Cosmologia foi a
que levou Hubble a concluir que o Universo esta´ em expansa˜o. Em 1929, a partir das
suas observac¸o˜es de gala´xias long´ınquas, Hubble determinou que todos os objetos
distantes esta˜o se afastando de no´s, e quanto mais distantes esta˜o, mais velozmente
se afastam [29]. A velocidade de recessa˜o desses objetos e´ proporcional a`s suas
distaˆncias a no´s, sendo expressa pela lei de Hubble
v = H0r, (3.1)
onde H0 e´ a constante de Hubble avaliada hoje, tendo como o melhor valor observa-
cional 72± 8 km s−1 Mpc−1[30].
Podemos, para simplificar nossa descric¸a˜o, definir um sistema coor-
denado que acompanha a expansa˜o, ou seja, fixo na gala´xia da qual se observa a
expansa˜o cosmolo´gica (ver Figura 3.1). Tal sistema e´ chamado de sistema como´vel,
a partir do qual medimos a distaˆncia dos objetos a no´s com o tempo por
r = a(t)x, (3.2)
onde r representa a distaˆncia real, x a distaˆncia como´vel (que tem valor constante
no tempo) e a(t) o fator de escala, que reescala a distaˆncia entre os objetos com o
tempo, descrevendo a expansa˜o do espac¸o.
Da equac¸a˜o (3.2), podemos expressar a constante de Hubble (defi-
nida por (3.1)) em termos do fator de escala
H =
a˙
a
, (3.3)
onde o ponto denota derivada com relac¸a˜o ao tempo. Nessa expressa˜o, a ”constante”
de Hubble e´ generalizada para qualquer tempo, uma vez que esta na˜o tera´ sempre
o mesmo valor H0 em virtude de a˙, que mede a taxa de expansa˜o do Universo com
o tempo, na˜o ser constante. Por esse mesmo motivo, daqui em diante, chamaremos
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Figura 3.1: Distaˆncia r entre dois objetos distantes num Universo em expansa˜o
medida a partir de um referencial fixo num dos objetos.
H de paraˆmetro de Hubble, o que e´ mais adequado.
As velocidades de afastamento dos objetos distantes sa˜o medidas pelo
redshift z (desvio para o vermelho) do espectro luminoso emitido pelos objetos. A
partir do efeito Doppler para ondas luminosas, escrevemos
z =
λobs − λem
λem
≈ v
c
, (3.4)
onde λem e´ o comprimento de onda da luz emitida pelo objeto e λobs e´ o compri-
mento de onda da luz proveniente do objeto que observamos. Aqui, o efeito Doppler
observado na˜o e´ resultante de algum afastamento de origem cinema´tica, mas uma
consequeˆncia da expansa˜o do espac¸o. Enta˜o, quando uma onda eletromagne´tica se
propaga num espac¸o em expansa˜o, o seu comprimento de onda sofrera´ um estica-
mento, o qual sera´ proporcional ao valor do fator de escala. Da´ı, podemos determinar
o fator de escala a partir da medida do redshift (atrave´s da equac¸a˜o (3.4))
1
a(tem)
=
a(tobs)
a(tem)
=
λobs
λem
= 1 + z =⇒ a(z) = 1
1 + z
, (3.5)
onde a(tobs) = 1 por convenc¸a˜o, o que e´ equivalente a reescalar as coordenadas
como´veis pelo tamanho atual do Universo.
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Das definic¸o˜es anteriores, vemos que na˜o existe um ponto privilegi-
ado de onde se fazem as observac¸o˜es, pois as coordenadas como´veis eliminam essa
possibilidade. Aqui esta´ impl´ıcito um princ´ıpio muito forte da Cosmologia, o qual
foi baseado nas observac¸o˜es. Em larga escala o Universo pode ser considerado ho-
mogeˆneo e isotro´pico, o que e´ equivalente a dizer que de qualquer ponto observamos
o Universo sempre com as mesmas propriedades. Este e´ o princ´ıpio conhecido como
princ´ıpio cosmolo´gico.
3.2 Me´trica de Friedmann-Robertson-Walker
Tendo em vista o princ´ıpio cosmolo´gico, consideremos um espac¸o tri-
dimensional homogeˆneo e isotro´pico. Em tal espac¸o, o qual pode estar se expandindo
ou se contraindo, a me´trica mais geral que pode ser constru´ıda apresenta a seguinte
forma em coordenadas esfe´ricas
ds2 = c2dt2 − a(t)2
[
dr2
1− kr2 + r
2(dθ2 + sin2 θdφ2)
]
, (3.6)
que e´ conhecida como me´trica de Friedmann-Robertson-Walker [26], onde k e´ a cons-
tante de curvatura.
A constante de curvatura esta´ associada a`s treˆs geometrias que sa-
tisfazem o princ´ıpio cosmolo´gico, assumindo os seguintes valores correspondentes

k = 0 geometria plana,
k > 0 geometria esfe´rica,
k < 0 geometria hiperbo´lica.
A me´trica de Friedmann-Robertson-Walker esta´ escrita a partir de
um sistema coordenado como´vel. Tal sistema esta´ fixo nas part´ıculas (gala´xias)
do fluido cosmolo´gico, desse modo, acompanhando a expansa˜o ou contrac¸a˜o cos-
molo´gica, com suas coordenadas sendo reescaladas pelo fator de escala a cada ins-
tante. Assim, xi = (r, θ, φ) sa˜o as coordenadas espaciais medidas a partir do sistema
coordenado fixo numa part´ıcula qualquer desse fluido. Mede-se o tempo cosmolo´gico
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t a partir de um relo´gio tambe´m fixo nessa part´ıcula (t denota o tempo pro´prio desse
sistema).
Lembrando que a forma mais geral de um intervalo diferencial num
espac¸o-tempo curvo e´ dada por
ds2 = gµνdx
µdxν , (3.7)
podemos, por comparac¸a˜o com (3.6), determinar o tensor me´trico, que em repre-
sentac¸a˜o matricial se apresenta como
gµν = (g
µν)−1 =


1 0 0 0
0 −a(t)2/(1− kr2) 0 0
0 0 −a(t)2r2 0
0 0 0 −a(t)2r2 sin2 θ


. (3.8)
Daqui em diante, por comodidade, faremos os ı´ndices gregos assumi-
rem os valores (t, r, θ, φ). De (3.8), vemos que somente as componentes da diagonal
na˜o sa˜o nulas, ou seja, as componentes gtt, grr, gθθ e gφφ na notac¸a˜o que adotamos
aqui.
3.3 Determinac¸a˜o do Tensor de Ricci e do Escalar
de Curvatura
Para determinar o tensor de Ricci, devemos calcular todos os ele-
mentos da conexa˜o afim. Uma vez que conhecemos a forma do tensor me´trico
(equac¸a˜o (3.8)), fazemos isso atrave´s da equac¸a˜o
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Γλµν =
1
2
gκλ
(
∂gµκ
∂xν
+
∂gνκ
∂xµ
− ∂gµν
∂xκ
)
. (3.9)
Lembrando da propriedade Γλµν = Γ
λ
νµ, de (3.9), temos
Γtrr =
aa˙
c(1− kr2) , Γ
t
θθ =
aa˙r2
c
, Γtφφ =
aa˙r2 sin2 θ
c
, (3.10)
Γrrr =
kr
1− kr2 , Γ
r
θθ = −r(1− kr2), Γrφφ = −r(1− kr2) sin2 θ, (3.11)
Γφθφ = cot θ, Γ
θ
φφ = − sin θ cos θ, Γθrθ = Γφrφ =
1
r
, (3.12)
Γrtr = Γ
θ
tθ = Γ
φ
tφ =
1
c
a˙
a
, (3.13)
sendo os elementos restantes nulos.
Com os Γλµν em ma˜os, determinamos o tensor de curvatura a partir
de sua definic¸a˜o
Rλµνκ =
∂Γλµν
∂xκ
− ∂Γ
λ
µκ
∂xν
+ ΓλσκΓ
σ
µν − ΓλσνΓσµκ, (3.14)
e lembrando da definic¸a˜o do tensor de Ricci
Rµκ = g
λνRλµνκ = R
λ
µλκ, (3.15)
podemos calcular diretamente as componentes de Rµν para a me´trica de Friedmann-
Robertson-Walker, obtendo
Rtt =
3
c2
a¨
a
, (3.16)
Rrr = −aa¨ + 2a˙
2 + 2kc2
c2(1− kr2) , (3.17)
Rθθ = −(aa¨ + 2a˙
2 + 2kc2)r2
c2
, (3.18)
Rφφ = −(aa¨ + 2a˙
2 + 2kc2)r2 sin2 θ
c2
. (3.19)
As outras componentes do tensor de Ricci sa˜o nulas em decorreˆncia da forma dia-
gonal do tensor me´trico.
Agora, a partir da definic¸a˜o do escalar de curvatura (ou escalar de
Ricci)
R = gµκRµκ, (3.20)
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como ja´ conhecemos as componentes do tensor de Ricci, obtemos facilmente
R =
6
c2
[
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
+
kc2
a2
]
, (3.21)
que e´ o escalar de curvatura para a me´trica de Friedmann-Robertson-Walker.
3.4 Forma do Tensor Energia-Momento
Do lado direito das equac¸o˜es de Einstein, temos o tensor energia-
momento, que ainda devemos especificar. Consideraremos as fontes de campo gravi-
tacional do Universo como um fluido perfeito, enta˜o o tensor energia-momento que
o representa, como ja´ vimos, tem a forma
Tµν =
(
ρ+
p
c2
)
UµUν − pgµν . (3.22)
Como adotamos um sistema como´vel para escrever a me´trica, tal
sistema move-se conjuntamente ao fluido, e a quadrivelocidade desse fluido sera´
Uµ = (c, 0, 0, 0). Enta˜o, da equac¸a˜o (3.22), determinamos
Tµν =


ρc2 0 0 0
0 p a(t)2/(1− kr2) 0 0
0 0 p a(t)2r2 0
0 0 0 p a(t)2r2 sin2 θ


, (3.23)
e temos o tensor energia-momento de um fluido perfeito escrito para a me´trica de
Friedmann-Robertson-Walker.
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3.5 Equac¸o˜es do Modelo Padra˜o da Cosmologia
Nesta sec¸a˜o, determinaremos as equac¸o˜es que descrevem a dinaˆmica
do Universo. Para isso, tomamos a forma mais geral das equac¸o˜es de Einstein,
equac¸o˜es (2.26), e utilizamos as componentes do tensor de Ricci, equac¸o˜es (3.16),
(3.17), (3.18) e (3.19), do tensor me´trico, equac¸a˜o (3.8), e do tensor energia-momento,
equac¸a˜o (3.23), e o escalar de curvatura, equac¸a˜o (3.21).
Considerando primeiramente as componentes temporais dos tensores
Rtt − 1
2
gttR + Λgtt = −8πG
c4
Ttt, (3.24)
chegamos a` seguinte equac¸a˜o diferencial(
a˙
a
)2
=
8πG
3
ρ− kc
2
a2
+
Λc2
3
, (3.25)
conhecida como equac¸a˜o de Friedmann.
Tomando as componentes espaciais dos tensores
Rii − 1
2
giiR + Λgii = −8πG
c4
Tii, (3.26)
qualquer uma delas nos leva a` equac¸a˜o diferencial (aqui na˜o ha´ soma com respeito
aos ı´ndices repetidos ii)
2
a¨
a
+
(
a˙
a
)2
= −8πG
c2
p− kc
2
a2
+ Λc2, (3.27)
a qual, utilizando-se de (3.25), pode ser escrita na forma
a¨
a
= −4πG
3
(
ρ+
3p
c2
)
+
Λc2
3
, (3.28)
que e´ conhecida como equac¸a˜o da acelerac¸a˜o.
Para resolver estas equac¸o˜es de campo, ainda precisamos saber como
ρ e p evoluem com o tempo. Se aplicamos a condic¸a˜o que representa a conservac¸a˜o
do tensor energia-momento
(∇νT µν = 0) ao tensor (3.22), obtemos
ρ˙+ 3H
(
ρ+
p
c2
)
= 0, (3.29)
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que e´ chamada de equac¸a˜o do fluido e e´ o ana´logo da equac¸a˜o da continuidade.
Esta equac¸a˜o na˜o e´ independente, pois pode ser obtida pela combinac¸a˜o da equac¸a˜o
(3.28) com a derivada temporal da equac¸a˜o (3.25).
A fim de resolver (3.29), necessitamos conhecer as equac¸o˜es de estado
dos constituintes do Universo. Supomos que as equac¸o˜es de estado sa˜o barotro´picas
p = c2ωρ, (3.30)
onde ω e´ uma constante, a qual especifica a natureza do constituinte. Os casos mais
comuns sa˜o: ω = 1/3, que representa a radiac¸a˜o; ω = 0, que representa mate´ria
dilu´ıda; e ω = −1, que representa a energia de va´cuo.
Considerando-se que os constituintes do Universo sa˜o na˜o-interagen-
tes, cada um deles obedece a` equac¸a˜o (3.29) separadamente. Enta˜o, para a mate´ria
dilu´ıda (pm = 0), de (3.29), temos a soluc¸a˜o
ρm ∝ a−3; (3.31)
para a radiac¸a˜o, pr = c
2ρr/3, obtemos
ρr ∝ a−4; (3.32)
e para a energia de va´cuo, pv = −c2ρv, temos
ρv = constante, (3.33)
que pode ser relacionada a` constante cosmolo´gica. Pois, pelo fato de poder escrever
a equac¸a˜o de Einstein na forma
Rµν − 1
2
gµνR = −8πG
c4
Tµν − Λgµν , (3.34)
temos a liberdade de interpretar a constante cosmolo´gica como fonte de campo
gravitacional, escrevendo TΛµν =
c4
8piG
Λgµν , quando a equac¸a˜o de Einstein torna-se
Rµν − 1
2
gµνR = −8πG
c4
(Tµν + T
Λ
µν). (3.35)
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Ao comparar TΛµν com o tensor energia-momento de um fluido perfeito, chegamos a
ρΛ = −pΛ/c2 = c2Λ/8πG = constante.
Agora que conhecemos a evoluc¸a˜o temporal de ρ, estamos aptos a
determinar a = a(t). Como foi dito anteriormente, Einstein introduziu a constante
cosmolo´gica para obter soluc¸o˜es de um Universo esta´tico, mas como foi observado por
Hubble que o Universo estava em expansa˜o, tal ide´ia foi abandonada, na˜o existindo
mais raza˜o alguma para manter a constante cosmolo´gica nas equac¸o˜es. Isso sem
contar o seu significado f´ısico obscuro na e´poca. Por esse motivo, no modelo padra˜o
da Cosmologia faz-se Λ = 0. Assim, procuraremos soluc¸o˜es para um Universo
composto somente por mate´ria e radiac¸a˜o. No in´ıcio, quando a(t) e´ pequeno, vemos,
a partir de (3.25), que o termo com a constante de curvatura e´ desprez´ıvel frente
ao termo que leva a densidade de energia dos constituintes, conforme as equac¸o˜es
(3.31) e (3.32). Da´ı, a equac¸a˜o de Friedmann toma a forma
(
a˙
a
)2
=
8πG
3
ρ. (3.36)
Resolvemos facilmente essa equac¸a˜o quando analisamos e´pocas em
que a densidade de energia do campo de mate´ria domina sobre a densidade de
energia do campo de radiac¸a˜o e vice-versa, ou seja, quando uma e´ desprez´ıvel frente
a outra. Para a era dominada pela mate´ria, temos a soluc¸a˜o
a(t) ∝ t2/3, (3.37)
e para a era dominada pela radiac¸a˜o
a(t) ∝ t1/2. (3.38)
Quando t→ 0, tambe´m a→ 0 e, consequ¨entemente, ρ→∞. Enta˜o,
temos uma singularidade inicial, esta popularmente conhecida como Big Bang. Con-
forme as soluc¸o˜es do modelo padra˜o, o Universo originou-se de um ponto com den-
sidade e temperatura infinitas, resfriando-se a` medida que se expandiu. Mas, por
outro lado, a F´ısica que conhecemos na˜o pode mais funcionar pro´ximo ao momento
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do Big Bang, uma vez que estamos entrando no domı´nio de escalas inferiores a` escala
de Planck (≈ 10−33cm) e efeitos quaˆnticos na˜o sa˜o mais desprez´ıveis. Tendo isso
em vista, o Big Bang deve representar o limite de validade do modelo padra˜o da
Cosmologia.
3.6 Paraˆmetros Observacionais
A densidade cr´ıtica ρc e´ definida como a densidade necessa´ria para
que a constante de curvatura se torne nula, k = 0, correspondendo a um Universo
com geometria plana. De acordo com a equac¸a˜o de Friedmann, temos um valor de
H correspondendo a cada valor de ρc, tal que podemos escrever para a densidade
cr´ıtica
ρc(t) =
3H(t)2
8πG
. (3.39)
Com o valor de H estimado hoje, a densidade cr´ıtica e´ da ordem de 10−26kg m−3. A
partir do valor da densidade cr´ıtica medido experimentalmente, inferimos se o Uni-
verso e´ fechado ou aberto. Se ρ > ρc, sabemos que o Universo e´ fechado (geometria
esfe´rica), e se ρ < ρc, que o Universo e´ aberto (geometria hiperbo´lica).
A densidade cr´ıtica e´ usada para a parametrizac¸a˜o das medidas de
densidade dos constituintes do Universo. Define-se o paraˆmetro de densidade Ωi por
Ωi =
ρi
ρc
, (3.40)
onde i expressa a densidade correspondente a cada constituinte do Universo que
esta´ sendo considerado. A definic¸a˜o do paraˆmetro de densidade expressa uma com-
parac¸a˜o entre uma dada densidade relacionada a algum constituinte com a densidade
cr´ıtica.
A partir das equac¸o˜es (3.25) e (3.40), podemos escrever
Ωtotal = 1 +
k
a2H2
, (3.41)
onde Ωtotal denota o paraˆmetro de densidade relacionado a` densidade total do Uni-
verso (a soma das densidades de todos os constituintes). Constatamos da equac¸a˜o
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(3.41), que se k = 0, Ωtotal = 1, e o mesmo permanece com esse valor por todo o
tempo, uma vez que k e´ constante.
Uma outra grandeza importante e´ o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o, re-
lacionado a` variac¸a˜o da taxa de expansa˜o do Universo com o tempo. O paraˆmetro
de desacelerac¸a˜o q e´ definido por
q = − 1
H2
a¨
a
=
1
2
+
3p
2ρ
. (3.42)
Dessa definic¸a˜o, vemos que q tem um valor positivo para um Universo desacele-
rado e um valor negativo para um Universo acelerado. Ale´m disso, o paraˆmetro
de desacelerac¸a˜o depende da densidade ρ e da pressa˜o p totais do Universo. A
definic¸a˜o de q foi feita como o negativo da acelerac¸a˜o porque o modelo padra˜o preveˆ
que o Universo se expande sempre desaceleradamente (consideramos que o Universo
e´ composto somente de mate´ria comum – a qual e´ sempre atrativa), desse modo,
uma definic¸a˜o com valor positivo para medir a desacelerac¸a˜o e´ mais pra´tica, haja
vista que ela sempre ocorre.
Um paraˆmetro observacional bastante usado pela astronomia experi-
mental e´ a diferenc¸a de magnitudes µ0, que e´ definida como a diferenc¸a entre a
magnitude bolome´trica aparente m e a magnitude absoluta M de uma determinada
fonte. A expressa˜o para µ0 e´ dada por
µ0 = m−M = 25 + 5 log10 dL, (3.43)
onde dL e´ a distaˆncia de luminosidade, definida por
dL = c(1 + z)
∫ z
0
dz
H(z)
, (3.44)
com H(z) sendo o paraˆmetro de Hubble em func¸a˜o do redshift.
3.6.1 Distaˆncia de Luminosidade
A distaˆncia de luminosidade expressa a quantidade de luz recebida
de um objeto distante, o que permite determinar indiretamente a que distaˆncia
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se encontra o objeto – assumindo-se que a intensidade luminosa cai com o inverso
do quadrado da distaˆncia ao objeto. Podemos definir a distaˆncia de luminosidade
em termos de uma luminosidade absoluta L (poteˆncia total da fonte) e sua cor-
respondente luminosidade aparente l (poteˆncia por unidade de a´rea recebida pelo
observador)
dL =
√
L
4πl
. (3.45)
Num espac¸o euclidiano, a luminosidade aparente seria dada por l =
L/4πd2, onde d e´ a distaˆncia do objeto ao observador. Mas, em escala cosmolo´gica,
temos que levar em conta o redshift relativ´ıstico e o efeito Doppler. Cada um desses
efeitos leva consigo um fator de atenuac¸a˜o 1/a(t) = 1 + z, enta˜o devemos escrever
l = L/4πd2(1 + z)2.
Considerando-se um espac¸o plano (k = 0) e a propagac¸a˜o da luz
radialmente (dθ = dφ = 0), para a me´trica de Friedmann-Robertson-Walker, cal-
culamos a distaˆncia d (distaˆncia espacial) a partir de (2.8), de onde obtemos d =∫ r
0
√−grrdxrdxr = a(t)
∫ r
0
dr = a(t)r, onde r e´ a distaˆncia como´vel percorrida pela
luz. Substituindo-se d = a(t)r na expressa˜o para l, escrevemos (3.45) para as medi-
das realizadas hoje (r, a =⇒ r0, a0)
dL = aor0(1 + z). (3.46)
Para calcular r0, devemos impor ds = 0 (estamos calculando a
distaˆncia como´vel percorrida pela luz), de onde obtemos cdt/a(t) = dr, que sob
a integrac¸a˜o
∫ t0
0
cdt/a(t) =
∫ r0
0
dr, apo´s a mudanc¸a de varia´veis dt =
(
dt
da
)(
da
dz
)
dz =
−[a(t)
H
]
dz (a distaˆncia de luminosidade e´ medida em func¸a˜o do redshift), toma a
forma r0 = c
∫ z
0
dz/H(z). Agora podemos escrever (3.46) como a expressa˜o final
para a distaˆncia de luminosidade
dL = c(1 + z)
∫ z
0
dz
H(z)
, (3.47)
onde consideramos a0 = 1.
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3.7 Sucessos e Problemas do Modelo Padra˜o
Num passado distante, quando o fator de escala era muito menor e
a densidade de mate´ria era muito alta, certamente que o livre caminho me´dio dos
pro´tons, dos ele´trons e da radiac¸a˜o (fo´tons) era muito menor do que hoje. A in-
terac¸a˜o entre mate´ria e radiac¸a˜o, por ser abundante nessa e´poca, faria com que todo
o meio se encontrasse muito pro´ximo do equil´ıbrio termodinaˆmico com os fo´tons.
Como o Universo se expandiu, o ga´s de fo´tons se resfriou e a densidade de energia
diminuiu, possibilitando que os pro´tons e os ele´trons se combinassem. Assim, houve
um desacoplamento do ga´s de fo´tons da mate´ria, o qual fluiu livremente, originando
o fundo de fo´tons com baixa energia que permeia todo o Universo. Esse fundo de ra-
diac¸a˜o e´ conhecido hoje como radiac¸a˜o co´smica de fundo e foi proposto por Gamow
em 1948, que imaginou um poss´ıvel res´ıduo da e´poca quando a elevada temperatura
e a alta densidade poderiam ter resultado na formac¸a˜o de uma parte dos elementos
qu´ımicos.
Inicialmente, na˜o se deu importaˆncia aos ca´lculos realizados por Ga-
mow, o que resultou em nenhum esforc¸o para detectar tal radiac¸a˜o. Mas, em 1964,
por acaso, Penzias e Wilson descobriram essa radiac¸a˜o quando monitaravam antenas
de comunicac¸a˜o. A temperatura medida dessa radiac¸a˜o estava muito pro´xima dos
3K previstos por Gamow. A previsa˜o da existeˆncia da radiac¸a˜o co´smica de fundo e
a sua confirmac¸a˜o certamente foi o mais nota´vel sucesso do modelo padra˜o.
Apesar do eˆxito de suas previso˜es, o modelo padra˜o enfrenta alguns
problemas, dos quais citamos os principais:
i) Problema do Horizonte: A radiac¸a˜o co´smica de fundo observada apresenta uma
elevad´ıssima homogeneidade. Mas o fato e´ que as regio˜es distantes na˜o teriam
condic¸o˜es de estar em contato causal antes da e´poca do desacoplamento radiac¸a˜o-
mate´ria que deu origem a` radiac¸a˜o que observamos hoje. O modelo padra˜o na˜o pode
prever essa homogeneizac¸a˜o por mecanismo algum e, assim, permanece a questa˜o
natural de como explicar o fato de o Universo conseguir atingir tal grau de homo-
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geneizac¸a˜o.
ii) Problema da Planaridade: De acordo com os dados da astronomia experimental,
o paraˆmetro de densidade tem um valor muito pro´ximo a 1, mas na˜o exatamente 1,
que corresponde ao modelo cr´ıtico (Ωtotal = 1), o que significa que a geometria do
Universo e´ praticamente plana e, consequ¨entemente, a densidade de energia do Uni-
verso e´ quase igual a cr´ıtica. Como vimos na sec¸a˜o 3.6, essa e´ uma situac¸a˜o muito
especial, pois se Ω fosse um pouco maior ou um pouco menor que a unidade no
in´ıcio do Universo, hoje o seu valor seria muito diferente de 1, uma vez que o mesmo
e´ func¸a˜o do tempo. Isso implica num ajuste f´ınissimo do paraˆmetro de densidade
no in´ıcio do Universo para que o seu valor seja compat´ıvel com o que e´ observado
hoje, o que realmente e´ algo bastante artificial em virtude desse cara´ter altamente
insta´vel de Ω.
Outros problemas do modelo padra˜o podem ser vistos com detalhes
na refereˆncia [31].
3.8 Modelo do Universo Inflaciona´rio
Desta sec¸a˜o em diante, usaremos as unidades naturais: 8πG = c =
~ = 1.
Para corrigir alguns dos problemas do modelo padra˜o, Alan Guth
propoˆs em 1981 o modelo inflaciona´rio [1]. A ide´ia fundamendal e´ que no in´ıcio o
Universo expandiu-se violentamente num per´ıodo muito curto, caracterizado por um
crescimento acelerado do fator de escala, o qual ficou conhecido como inflac¸a˜o. Esse
per´ıodo inicia-se logo apo´s a era de Planck, quando t > tp ≈ ~/mpc2 (tp e´ o tempo
de Planck e mp e´ a massa de Planck), e a relatividade geral passa a ser va´lida. De
acordo com esse modelo, o per´ıodo inflaciona´rio tem durac¸a˜o de aproximadamente
10−34 s.
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Mas qual seria a causa da inflac¸a˜o? A alternativa mais natural e´ atri-
buir a` constante cosmolo´gica a causa da acelerac¸a˜o do fator de escala. Da equac¸a˜o
(3.28), vemos que isso e´ poss´ıvel (a¨ > 0) se 2Λ > ρ + 3p. Nesse cena´rio, o fator de
escala ganha um grande acre´scimo com o tempo, enta˜o o termo k da equac¸a˜o (3.25)
sofre grande diluic¸a˜o e pode ser desprezado. Ainda, admitindo-se que a densidade
de energia da mate´ria era desprez´ıvel nessa e´poca, de (3.25), temos a soluc¸a˜o
a(t) = exp
[√
Λ
3
(t− t0)
]
, (3.48)
que expressa o fato de que quando a constante cosmolo´gica domina, a taxa de ex-
pansa˜o do Universo e´ alta. Essa soluc¸a˜o e´ conhecida como soluc¸a˜o de De Sitter.
Mas, certamente, a era inflaciona´ria deve ter um fim e, para isso, especula-se que a
energia da constante cosmolo´gica tenha se convertido em mate´ria, a qual causaria
um expansa˜o desacelerada do Universo que, a partir de enta˜o, obedeceria ao modelo
padra˜o.
Os modelos inflaciona´rios correntes utilizam-se de campos escalares
acoplados (ver subsec¸a˜o 3.8.1) ao campo gravitacional, com densidades de poten-
cial de auto-interac¸a˜o adequados a fornecer o cena´rio mais correto. Nesses tipos
de modelo, o campo escalar e´ o responsa´vel pela inflac¸a˜o e e´ chamado de infla-
ton. A ac¸a˜o que representa um modelo t´ıpico de campo escalar acoplado ao campo
gravitacional e´ a seguinte
S =
∫ √−g d4x
{
1
2
R +
1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ)
}
, (3.49)
e descreve um Universo dominado pelo campo escalar, aqui representado por φ. A
ac¸a˜o acima e´ a soma da ac¸a˜o do campo gravitacional com a ac¸a˜o do campo esca-
lar, proveniente da densidade de Lagrangiana Lφ = 12∂µφ∂µφ − V (φ), que descreve
φ [32]. As formas mais comuns de potencial utilizadas sa˜o a forma exponencial,
V (φ) = V0 exp[−αφ(t)], e a forma de poteˆncia, V (φ) = V0φ(t)m, com V0, α e m
sendo constantes arbitra´rias.
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Da variac¸a˜o da ac¸a˜o (3.49) com respeito a gµν , temos o tensor energia-
momento para o campo
T φµν = ∂µφ∂νφ− gµν
(
1
2
∂σφ∂
σφ− V (φ)
)
, (3.50)
que identificado ao tensor energia-momento para um fluido perfeito, leva-nos a`s
expresso˜es para a densidade de energia e para a pressa˜o do campo, respectivamente
ρφ =
1
2
φ˙2 + V (φ), (3.51)
pφ =
1
2
φ˙2 − V (φ). (3.52)
A condic¸a˜o de conservac¸a˜o do tensor energia-momento nos leva a`
equac¸a˜o de fluido para o campo escalar
ρ˙φ + 3H(ρφ + pφ) = 0, (3.53)
e a variac¸a˜o da ac¸a˜o (3.49) com respeito a φ nos fornece a equac¸a˜o que governa a
evoluc¸a˜o temporal do campo escalar (equac¸a˜o de Klein-Gordon)
φ¨+ 3Hφ˙+
dV
dφ
= 0, (3.54)
que na˜o e´ uma equac¸a˜o independente, pois a mesma pode ser obtida a partir da
substituic¸a˜o de (3.51) e (3.52) em (3.53). Lembre que, de acordo com o princ´ıpio
cosmolo´gico, o Universo e´ homogeˆneo e isotro´pico, o que nos levou a considerar o
campo escalar como homogeˆneo nas equac¸o˜es acima, ou seja, somente como func¸a˜o
do tempo, φ = φ(t).
Para um Universo dominado pelo campo escalar, a equac¸a˜o de Fri-
edmann e a equac¸a˜o da acelerac¸a˜o sa˜o
H2 =
ρφ
3
, (3.55)
2H˙ + 3H2 = −pφ. (3.56)
Para que tenhamos expansa˜o acelerada, devemos ter uma pressa˜o ne-
gativa, o que e´ garantido pela condic¸a˜o 1
2
φ˙2 ≪ V (φ), ou seja, quando o termo cine´tico
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e´ desprez´ıvel frente ao potencial. Por outro lado, com essa condic¸a˜o, o potencial esta´
para o seu valor ma´ximo e, se temos um per´ıodo de expansa˜o acelerada, o potencial
deve variar muito lentamente nesse per´ıodo. Enta˜o, podemos escrever V ≈ constante
ou V ′ = ǫ, onde ǫ e´ um valor muito pequeno. Essa aproximac¸a˜o e´ conhecida como
aproximac¸a˜o slow-roll, caracterizando uma expansa˜o acelerada.
No regime slow-roll, φ˙ ≈ constante e φ¨ ≈ 0, tal que a equac¸a˜o (3.54)
pode ser escrita como
3Hφ˙+
dV
dφ
= 0, (3.57)
e pela considerac¸a˜o de que V ≈ constante, a equac¸a˜o (3.55), atrave´s de (3.51),
torna-se
H2 ≈ V0
3
= constante, (3.58)
de onde temos a soluc¸a˜o inflaciona´ria exponencial
a(t) = a0 exp
√
V0
3
t. (3.59)
Da´ı, conclu´ımos que independente da forma do potencial, a aproximac¸a˜o slow-roll
sempre fornecera´ uma soluc¸a˜o aproximadamente exponencial.
Das equac¸o˜es (3.51) e (3.52), podemos considerar que no per´ıodo da
inflac¸a˜o exponencial temos pφ = −ρφ = −V (similar ao que ocorre no modelo da
constante cosmolo´gica), e o inflaton evoluira´ do estado de falso va´cuo para o estado
de va´cuo verdadeiro, quando dV/dφ na˜o for mais pequeno (te´rmino do regime infla-
ciona´rio). No final dessa fase, o potencial chega ao seu mı´nimo e o termo cine´tico
na˜o e´ mais desprez´ıvel e, de acordo com a equac¸a˜o (3.54), o inflaton sofre oscilac¸o˜es
amortecidas e perde energia, a qual reaquece o Universo. A´ı temos o fim da inflac¸a˜o
e o modelo padra˜o passa a ser a descric¸a˜o correta da evoluc¸a˜o do Universo.
Listamos aqui dois dos principais problemas do modelo padra˜o que
o modelo inflaciona´rio consegue resolver:
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i) Problema do Horizonte: A luz percorre desde o in´ıcio do Universo ate´ um instante
t uma distaˆncia dada por
d = a(t)
∫ t
0
dt∗
a(t∗)
, (3.60)
onde o espac¸o considerado e´ descrito pela me´trica de Friedmann-Robertson-Walker,
com k = 0. Tem-se ds = 0 para a luz, o que implica em dt2 − a(t)2dr2 = 0, e
escrevemos (3.60) como d = a(t)
∫ r
0
dr = a(t)r. Daqui, podemos ver que as regio˜es
que estavam em contato causal no in´ıcio ultrapassaram seus horizontes em virtude
de a(t) crescer exponencialmente, o que hoje nos faz parecer que essas regio˜es nunca
poderiam estar em contato causal.
ii) Problema da Planaridade: Da equac¸a˜o (3.41), temos
|Ω− 1| = |k|
a2H2
. (3.61)
Analisando essa equac¸a˜o, constatamos que se o fator de escala cresce exponencial-
mente, o seu lado direito tende a zero e, consequ¨entemente, temos que Ω tende a 1,
significando tambe´m que o Universo tende a ter uma geometria plana, e isso e´ o que
observamos hoje.
Outros problemas que o modelo inflaciona´rio pode resolver esta˜o de-
talhados na refereˆncia [31].
3.8.1 Acoplamento ao Campo Gravitacional
O acoplamento de um campo qualquer ao campo gravitacional pode
ser mı´nimo ou na˜o-mı´nimo. Diz-se que o acoplamento e´ mı´nimo quando o campo
na˜o esta´ acoplado ao escalar de curvatura, e na˜o-mı´nimo quando este esta´ acoplado
ao escalar de curvatura.
Para fins de ilustrac¸a˜o:
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Acoplamento mı´nimo —- L = 1
2
R + Lχ,
Acoplamento na˜o-mı´nimo —- L = 1
2
F (χ)R + Lχ,
onde χ representa um campo qualquer e Lχ a Lagrangiana que o descreve, en-
quanto F (χ) e´ uma func¸a˜o gene´rica que descreve o acoplamento na˜o-mı´nimo deste
com o campo gravitacional.
O acoplamento na˜o-mı´nimo gera uma teoria de gravitac¸a˜o com a
”constante” gravitacional varia´vel no tempo. Podemos ver isso notando que
c3
16πG
F [χ(t)] R ≡ c
3
16πG
R, com G =
G
F [χ(t)]
= G(t). (3.62)
Aqui voltamos a`s unidades SI para poder analisar o significado desse acoplamento.
Tendo isso em vista, obviamente que a ac¸a˜o com um acoplamento
na˜o-mı´nimo nos leva a uma teoria da relatividade geral modificada. Cabe frisar aqui
que podemos considerar teorias da gravitac¸a˜o com acoplamentos na˜o-mı´nimos como
teorias que generalizam a relatividade geral. Pois, de acordo com (3.62), quando
F (χ) = constante = 1, recuperamos a teoria da relatividade geral como concebida
por Einstein. Esse tipo de generalizac¸a˜o teve sua geˆnese na tentativa de implementar
o princ´ıpio de Mach na teoria da relatividade geral [33].
3.9 Expansa˜o Acelerada e Energia Escura
A partir das medidas observacionais, verifica-se que Ω0total ≈ 1, mas
os constituintes conhecidos na˜o sa˜o suficientes para que o paraˆmetro de densidade te-
nha esse valor. As medidas do sate´lite WMAP estabelecem que Ω0total = 1, 02±0, 02
[34]. A radiac¸a˜o e a mate´ria
(
incluindo-se a mate´ria escura – ver subsec¸a˜o 3.9.1
)
totalizam: Ω0r + Ω
0
m + Ω
0
dm ≈ 0, 28 [35]. Isso significa que deve existir mais um
constituinte, ainda desconhecido pela Cosmologia, o qual, por esse motivo, acabou
levando o nome de energia escura.
Um outro problema com o modelo padra˜o, que veio a` tona a partir
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de observac¸o˜es astronoˆmicas recentes, e´ o Problema da Expansa˜o Acelerada. A me-
dida mais confia´vel do valor do paraˆmetro de desacelerac¸a˜o hoje q0 foi realizada por
grupos que estudam supernovas distantes do tipo Ia [36]. Os resultados das medi-
das mostram que o Universo esta´ em expansa˜o acelerada hoje, ou seja, que q0 < 0.
Esse resultado certamente e´ inesperado, pois, como mencionamos na sec¸a˜o 3.6, o
modelo padra˜o preveˆ um Universo sempre em expansa˜o desacelerada. Claramente,
as observac¸o˜es astronoˆmicas mostram uma discrepaˆncia se´ria com as previso˜es do
modelo padra˜o, o que inevitavelmente exige mais uma correc¸a˜o.
Em conexa˜o com o problema do paraˆmetro de densidade, poder´ıamos
tambe´m associar a acelerac¸a˜o cosmolo´gica a` energia escura. Isso parece algo natural,
a priori, uma vez que temos dois problemas que aparentemente podem ser resolvi-
dos pela mesma suposic¸a˜o. De acordo com os dados experimentais, o paraˆmetro de
densidade associado a` energia escura deve ter hoje o valor Ω0de = 0, 72± 0, 03 [37].
Como no caso da inflac¸a˜o, a alternativa mais imediata e´ atribuir
a` constante cosmolo´gica a natureza da energia escura. Desse modo, ter´ıamos um
Universo composto por radiac¸a˜o, mate´ria e constante cosmolo´gica. Esse modelo e´
chamado de modelo ΛCDM, onde Λ esta´ designando a constante cosmolo´gica e a
sigla CDM significa Cold Dark Matter (toda a mate´ria considerada compreende a
mate´ria ordina´ria mais a mate´ria escura na˜o relativ´ıstica).
A curva da diferenc¸a de magnitudes µ0, calculada a partir desse
modelo, ajusta-se muito bem a` curva experimental. A concordaˆncia do modelo
com as medidas de anisotropia da radiac¸a˜o co´smica de fundo tambe´m e´ excelente.
Mas, apesar desse grande sucesso do modelo ΛCDM, existe um grave problema a
ser enfrentado, relacionado a` pro´pria constante cosmolo´gica. Vejamos:
De acordo com a teoria inflaciona´ria, o valor da sua densidade de
energia nos primo´rdios do Universo deveria ser ρΛ ≈ 1095kg/m3. Por outro lado, o
valor da sua densidade de energia hoje deve ser ρ0Λ ≈ 0, 72 ρ0c = 10−26kg/m3. Enta˜o,
temos que ρΛ/ρ
0
Λ ≈ 10121. Lembrando que a constante cosmolo´gica esta´ relacionada
a` sua densidade de energia por Λ = 8πGρΛ/c
2, vemos que o seu valor hoje difere
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do seu valor na e´poca da inflac¸a˜o em 121 ordens de grandeza! Ora, se Λ e´ uma
constante, esta´ claro que temos aqui uma grave contradic¸a˜o.
Um modelo alternativo ao ΛCDM, bastante estudado pela comuni-
dade cient´ıfica, considera a energia escura um campo escalar, que conforme a equac¸a˜o
(3.28) (com Λ = 0) deve ter uma pressa˜o negativa associada. Esse campo escalar,
que promove a acelerac¸a˜o cosmolo´gica atual, e´ chamado de quintesseˆncia. A ac¸a˜o
que descreve um modelo t´ıpico de quintesseˆncia e´ a mesma que a que descreve a
inflac¸a˜o, mais as ac¸o˜es da radiac¸a˜o e da mate´ria
S =
∫ √−g d4x
{
1
2
R +
1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ)
}
+ Sr + Sm. (3.63)
Em geral, despreza-se Sr, haja vista que a densidade de energia da radiac¸a˜o em
comparac¸a˜o a`s densidades de energia da mate´ria e da quintesseˆncia e´ desprez´ıvel na
e´poca atual, o que tambe´m pode ser dito de sua pressa˜o em comparac¸a˜o a` pressa˜o
da quintesseˆncia.
Embora o modelo de quintesseˆncia aparentemente na˜o possua proble-
mas graves como o modelo da constante cosmolo´gica, e´ um tanto inconveniente pelo
fato de depender de um potencial arbitra´rio V (φ), que deve ser finamente ajustado
para poder descrever a transic¸a˜o de um regime desacelerado para um regime ace-
lerado em acordo com as observac¸o˜es astronoˆmicas.
Os aprimoramentos dos modelos ja´ existentes, tanto quanto a procura
por melhores modelos que descrevam a expansa˜o acelerada atual, sa˜o indubitavel-
mente uma necessidade. Portanto, o problema da energia escura permanece em
aberto.
3.9.1 Mate´ria Escura
Observac¸o˜es das curvas de rotac¸a˜o de gala´xias espirais [38] mostram
que, ale´m da mate´ria luminosa, existe um outro tipo de mate´ria compondo o Uni-
verso. Essa conclusa˜o se deve ao fato de que, apenas baseando-se na quantidade
de mate´ria calculada a partir das fontes luminosas da gala´xia, constata-se que a
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mate´ria que conhecemos na˜o da´ conta de gerar a forc¸a gravitacional a` qual as es-
trelas esta˜o submetidas, medida a partir de suas velocidades de o´rbita em torno do
centro gala´ctico. Assim, a velocidade orbital das estrelas em torno do centro das
gala´xias e´ maior do que a prevista com base na mate´ria luminosa que compo˜e cada
gala´xia. Isso implica na existeˆncia de algum outro tipo de mate´ria, na˜o luminosa,
a qual interage com a mate´ria ordina´ria apenas gravitacionalmente. Devido a essas
caracter´ısticas, tal mate´ria faltante leva o nome de mate´ria escura. Os dados as-
tronoˆmicos revelam que em torno de 9/10 de cada gala´xia e´ composto de mate´ria
escura.
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Cap´ıtulo 4
Simetria de Noether
Nesta dissertac¸a˜o, determinaremos as densidades de potencial e os
acoplamentos com o campo gravitacional a partir da simetria de Noether. Tal si-
metria funcionara´ como um primeiro princ´ıpio no lugar de se propor as func¸o˜es da
ac¸a˜o que descreve o modelo de uma maneira ad hoc. Desse modo, teremos uma
justificativa para as formas das ac¸o˜es utilizadas nos modelos estudados.
4.1 Teorema de Noether
Tomemos a Lagrangiana L = L(qi, q˙i, λ), onde qi representa as co-
ordenadas generalizadas (parametrizadas por λ) e o ponto denota derivada com
relac¸a˜o ao paraˆmetro λ. As quantidades f´ısicas do sistema mecaˆnico descrito por L
que na˜o mudam seu valor durante a evoluc¸a˜o do sistema sa˜o grandezas conservadas,
chamadas de constantes de movimento.
Uma constante de movimento de um sistema mecaˆnico e´ definida
matematicamente como uma func¸ao f das coordenadas generalizadas qi (possivel-
mente tambe´m do paraˆmetro λ), a qual permanece constante durante a evoluc¸a˜o do
sistema
f(qi, λ) = constante ou
df
dλ
= 0. (4.1)
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As constantes de movimento fornecem equac¸o˜es diferenciais de primei-
ra ordem, as quais da˜o informac¸o˜es importantes sobre a evoluc¸a˜o do sistema. Tais
constantes de movimento ainda podem ajudar na procura de soluc¸o˜es anal´ıticas para
as equac¸o˜es de movimento. Portanto, condic¸o˜es gerais que garantem a existeˆncia de
constantes de movimento sa˜o de grande relevaˆncia para os problemas de dinaˆmica.
Na dinaˆmica lagrangiana, existe uma relac¸a˜o geral entre simetria (in-
variaˆncia sob transformac¸o˜es de coordenadas) e quantidades conservadas – a exis-
teˆncia de uma simetria implica numa quantidade conservada.
Considere a seguinte transformac¸a˜o pontual
qi(λ) −→ q′i(λ′) = qi(λ) + ǫαi(q(λ), λ), (4.2)
λ −→ λ′ = λ+ ǫβ(q(λ), λ), (4.3)
onde αi e β sa˜o func¸o˜es conhecidas de (n+1) varia´veis – func¸o˜es das n coordenadas
generalizadas e do paraˆmetro λ – e ǫ e´ uma paraˆmetro infinitesimal arbitra´rio.
A ac¸a˜o que descreve a dinaˆmica considerada e´ invariante sob a trans-
formac¸a˜o (4.2)-(4.3) se
∆S =
∫ λ′
2
λ′
1
L
(
q′i(λ
′),
dq′i(λ
′)
dλ′
, λ′
)
dλ′ −
∫ λ2
λ1
L
(
qi(λ),
dqi(λ)
dλ
, λ
)
dλ = 0. (4.4)
Se a condic¸a˜o de invariaˆncia (4.4) e´ verificada sob a transformac¸a˜o
(4.2)-(4.3), existe uma quantidade conservada associada a L. Tal relac¸a˜o entre si-
metria e quantidade conservada e´ garantida pelo Teorema de Noether [39, 40]:
Para um sistema mecaˆnico com n graus de liberdade, se a ac¸a˜o e´
invariante sob a transformac¸a˜o (4.2)-(4.3), a quantidade
Σ0 =
n∑
i=1
∂L
∂q˙i
(q˙iβ − αi)− Lβ (4.5)
e´ uma constante de movimento.
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Esse importante teorema e´ devido a Emmy Noether (1918) [41].
Se o sistema mecaˆnico e´ descrito por uma Lagrangiana que na˜o de-
pende explicitamente de λ, ou seja, L = L(qi, q˙i), teremos
∂L
∂λ
= 0, (4.6)
o que significa que a forma da Lagrangiana pode ser somente afetada sob trans-
formac¸o˜es das coordenadas qi, e isso e´ equivalente a β = 0 nas transformac¸o˜es
(4.2)-(4.3).
Enta˜o, pelo teorema de Noether, a constante de movimento associada
a` dinaˆmica descrita por L = L(qi, q˙i) sera´
Σ0 =
n∑
i=1
αi
∂L
∂q˙i
, (4.7)
onde os αi’s sa˜o func¸o˜es das n coordenadas generalizadas.
4.2 Lagrangiana Pontual a partir da Densidade
de Lagrangiana
A condic¸a˜o de existeˆncia de alguma simetria de Noether, a ser de-
senvolvida na pro´xima sec¸a˜o, e´ aplicada a Lagrangianas pontuais. Devemos trans-
crever as densidades de Lagrangiana que representam os modelos cosmolo´gicos para
as formas de Lagrangianas pontuais, para enta˜o aplicar tal condic¸a˜o de simetria. O
me´todo geral para essa transcric¸a˜o sera´ desenvolvido a seguir.
Tomemos uma ac¸a˜o que descreve um acoplamento na˜o-mı´nimo de
um determinado campo a` gravidade
S =
∫
d4x
√−g
{
F (χ)R +
1
2
∂µχ∂
µχ− V (χ)
}
. (4.8)
Como podemos ver, a quantidade entre chaves na ac¸a˜o (4.8) representa uma densi-
dade de Lagrangiana, o que significa que o modelo e´ descrito por um funcional com
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infinitos graus de liberdade.
Transformaremos nosso problema em um problema com finitos graus
de liberdade, isto atrave´s da especificac¸a˜o de uma me´trica que representa um espac¸o
homogeˆneo e isotro´pico, o que sera´ feito a seguir. Para uma me´trica de Friedmann-
Robertson-Walker espacialmente plana, e considerando-se o campo homogeˆneo (exi-
geˆncia do princ´ıpio cosmolo´gico), a ac¸a˜o (4.8) toma a forma
S = 2π2
∫
dt a3
{
6F
[
a¨
a
+
(
a˙
a
)2]
+
1
2
χ˙2 − V
}
. (4.9)
Agora, integrando (4.9) por partes, definimos uma nova ac¸a˜o
S = − S
2π2
=
∫
dt
{
6Faa˙2 + 6a2a˙
dF
dχ
χ˙− a3
(
1
2
χ˙2 − V
)}
. (4.10)
Por fim, de (4.10) chegamos a` nova Lagrangiana que descreve a dinaˆmica do modelo,
a saber
L = 6Faa˙2 + 6a2a˙dF
dχ
χ˙− a3
(
1
2
χ˙2 − V
)
. (4.11)
Perceba agora que a Lagrangiana (4.11) tem a forma L(qi, q˙i), ou seja,
e´ uma Lagrangiana pontual que na˜o depende explicitamente do tempo. Nesse caso
ilustrativo, as coordenadas generalizadas sa˜o q1 = a, q2 = χ, onde q˙1 = da/dt = a˙,
q˙2 = dχ/dt = χ˙ e, obviamente, o problema apresenta enta˜o dois graus de liberdade.
4.3 Condic¸a˜o de Existeˆncia da Simetria de No-
ether
Consideremos Lagrangianas da forma L = L(qi, q˙i) (as Lagrangianas
pontuais correspondentes aos nossos problemas cosmolo´gicos sera˜o sempre dessa
forma), a`s quais temos associada a func¸a˜o energia [42]
EL =
∂L
∂q˙i
q˙i −L, (4.12)
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onde ha´ soma sobre os ı´ndices repetidos ii (todo o desenvolvimento a seguir res-
peitara´ essa convenc¸a˜o). A equac¸a˜o (4.12) representa a energia total, que em qual-
quer caso e´ uma constante de movimento – atente para o fato de isso sempre ser
verdade para uma Lagrangiana que na˜o depende explicitamente de λ.
Tendo em vista que nossos problemas cosmolo´gicos possuem um nu´-
mero finito de graus de liberdade (apo´s as ac¸o˜es serem reescritas mediante o me´todo
da sec¸a˜o anterior), consideraremos somente transformac¸o˜es pontuais – a condic¸a˜o
de simetria a ser desenvolvida a seguir referir-se-a´ a simetrias pontuais [43, 44, 45].
Qualquer transformac¸a˜o invers´ıvel de coordenadas generalizadasQi =
Qi(q) induz uma transformac¸a˜o de velocidades generalizadas, tal que
Q˙i(q) =
∂Qi
∂qj
q˙j , (4.13)
onde a matriz J = ‖∂Qi/∂qj‖ e´ o jacobiano da transformac¸a˜o de coordenadas, o
qual e´ suposto ser na˜o nulo. Em geral, tal condic¸a˜o e´ somente satisfeita na vizi-
nhanc¸a de um ponto, na˜o podendo ser satisfeita em todo o espac¸o, ou em outras
palavras, essa e´ uma transformac¸a˜o local. Ressaltamos aqui que a transformac¸a˜o
pontual Qi = Qi(q) pode depender de um ou mais paraˆmetros.
Como ponto de partida, assumiremos que a transformac¸a˜o pontual
depende de um paraˆmetro ε, Qi = Qi(q, ε). Para valores infinitesimais de ε, a trans-
formac¸a˜o e´ enta˜o gerada por um campo vetorial: podemos no momento considerar
∂/∂x como representando uma translac¸a˜o ao longo do eixo x e x
(
∂/∂y
)− y(∂/∂x)
como uma rotac¸a˜o em torno do eixo z. A tranformac¸a˜o induzida (4.13) e´ enta˜o
representada pelo campo vetorial
X = αi(q)
∂
∂qi
+
(
d
dλ
αi(q)
)
∂
∂q˙i
, (4.14)
definido no espac¸o tangente ao ponto da transformac¸a˜o, o qual e´ chamado de gerador
infinitesimal de simetria. Os αi’s sa˜o os coeficientes do gerador de simetria, os quais
sa˜o func¸o˜es somente das coordenadas generalizadas.
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Uma func¸a˜o f = f(q, q˙) e´ invariante sob a transformac¸a˜o X se
LXf = Xf = α
i(q)
∂f
∂qi
+
(
d
dλ
αi(q)
)
∂f
∂q˙i
= 0, (4.15)
onde LXf e´ a derivada de Lie de f . Se LXL = 0, dizemos que X e´ a simetria para
a dinaˆmica descrita por L.
Tomemos agora a Lagrangiana L e as equac¸o˜es de Euler-Lagrange
associadas a esta
d
dλ
∂L
∂q˙j
− ∂L
∂qj
= 0, (4.16)
e tambe´m o campo vetorial (4.14). Aplicando os αi’s em (4.16), temos
αj
(
d
dλ
∂L
∂q˙j
− ∂L
∂qj
)
= 0, (4.17)
e sendo que
αj
d
dλ
∂L
∂q˙j
=
d
dλ
(
αj
∂L
∂q˙j
)
−
(
dαj
dλ
)
∂L
∂q˙j
, (4.18)
de (4.17) chegamos a
d
dλ
(
αi
∂L
∂q˙i
)
= LXL. (4.19)
Como consequ¨eˆncia, temos o teorema de Noether :
Se LXL = 0, enta˜o a func¸a˜o Σ0 = αi ∂L∂q˙i e´ uma constante de mo-
vimento.
Notemos que uma constante de movimento pode se revelar muito u´til
por poder ajudar na integrac¸a˜o das equac¸o˜es de campo dos modelos cosmolo´gicos
que sera˜o investigados. Observe ainda que em nossos problemas cosmolo´gicos o
paraˆmetro λ sera´ o tempo cosmolo´gico, uma vez que a Lagrangiana pontual prove´m
da imposic¸a˜o de um espac¸o homogeˆneo e isotro´pico e, em consequ¨encia, os campos
sa˜o func¸o˜es somente do tempo cosmolo´gico.
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Um ponto interessante relacionado a` vantagem da existeˆncia da si-
metria de Noether deve ser abordado aqui:
Considere o operador iY, definido por
iYγ = y
iγi, (4.20)
onde Y e´ o campo vetorial Y = yi∂/∂xi e γ e´ o um-forma γ = γidx
i.
A constante associada a` simetria de Noether
(
Σ0 = α
i ∂L
∂q˙i
)
pode ser
expressa independentemente do sistema de coordenadas pela aplicac¸a˜o do operador
(4.20) (para o campo vetorial X) ao um-forma de Cartan associado a L [43], definido
por
θL =
∂L
∂q˙i
dqi, (4.21)
ou seja,
iXθL = αi
∂L
∂q˙i
= Σ0. (4.22)
Nos desenvolvimentos a seguir, o me´todo consistira´ na aplicac¸a˜o da
condic¸a˜o LXL = 0 a uma Lagrangiana pontual gene´rica. Havera´ alguma simetria
de Noether para a Lagrangiana gene´rica se existir um conjunto de αi’s, em que pelo
menos um αi seja diferente de zero. Observe que na˜o necessariamente havera´ apenas
um u´nico conjunto de αi’s, pois pelo fato de a Lagrangiana ser gene´rica (densidade
de potencial e acoplamento gene´rico), podem existir va´rios conjuntos de formas para
o potencial e para o acoplamento, correspondendo a va´rios conjuntos de αi’s, o que
significa que podera˜o existir va´rias simetrias para um u´nico modelo gene´rico – a
soluc¸a˜o para a condic¸a˜o LXL = 0 na˜o e´ necessariamente u´nica.
Respeitando essa condic¸a˜o de simetria, determinaremos as formas
gene´ricas contidas na Lagrangiana, pois as densidades de potencial e os acoplamentos
com o campo gravitacional, em conjunto com os correspondentes αi’s, se existirem,
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sera˜o determinados pela satisfac¸a˜o de LXL = 0. Da´ı, tal sera˜o as formas poss´ıveis da
Lagrangiana que a simetria de Noether sera´ satisfeita e, como resultado, teremos a
garantia de quantidades conservadas, as quais, por sua vez, fornecera˜o constantes de
movimento. Portanto, o crite´rio da existeˆncia de alguma simetria de Noether podera´
restringir drasticamente as formas poss´ıveis para a Lagrangiana gene´rica, ale´m de
funcionar como um primeiro princ´ıpio para a selec¸a˜o das func¸o˜es que representam as
densidades de potencial e os acoplamentos. Desse modo, teremos uma justificativa
formal e ao mesmo tempo fundamental para as formas das ac¸o˜es utilizadas nos
modelos.
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Cap´ıtulo 5
Campos Fermioˆnicos
Na˜o-minimamente Acoplados
O objetivo deste cap´ıtulo e´ estudar o modelo gene´rico de um campo
fermioˆnico na˜o-minimamente acoplado ao campo gravitacional. Procuramos deter-
minar as formas da func¸a˜o acoplada ao escalar de curvatura e da densidade de
potencial a partir da existeˆncia da Simetria de Noether para a Lagrangiana pon-
tual derivada da ac¸a˜o geral. O modelo analisado descreve um Universo homogeˆneo,
isotro´pico e espacialmente plano, constitu´ıdo por um campo fermioˆnico. As equac¸o˜es
de evoluc¸a˜o do Universo seguem das equac¸o˜es de campo de Einstein e das equac¸o˜es
de Dirac, que sa˜o resolvidas a partir das soluc¸o˜es obtidas para o acoplamento e
para o potencial. As soluc¸o˜es cosmolo´gicas encontradas sa˜o analisadas para uma
verificac¸a˜o de quais cena´rios essa classe de modelo pode descrever.
Modelos que consideram campos fermioˆnicos como fonte de campo
gravitacional foram investigados na literatura [46, 47, 48, 49, 50, 51], sendo que
alguns autores recentemente analisaram a possibilidade de que os fe´rmions pode-
riam ser os respona´veis por regimes acelerados, agindo como inflaton no Universo
primordial e como energia escura no presente [52, 53, 54, 55].
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5.1 Espinores em Espac¸o-Tempo Curvo
De acordo com a representac¸a˜o espinorial [32], quando da passagem
de um referencial inercial a outro, os espinores se transformam conforme
ψ′(x′) = exp
[1
2
λabΣ
ab
]
ψ(x), (5.1)
onde os λab representam os paraˆmetros da transformac¸a˜o de Lorentz e os Σ
ab sa˜o os
geradores de representac¸a˜o espinorial, os quais sa˜o definidos por
Σab =
1
4
[γa, γb]. (5.2)
Nessa definic¸a˜o, os γa sa˜o matrizes quatro por quatro que satisfazem
a a´lgebra de Clifford
{γa, γb} ≡ γaγb + γbγa = 2ηab, (5.3)
que na representac¸a˜o de Pauli se apresentam da seguinte forma
γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


, γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0


, (5.4)
γ2 =


0 0 0 −ı
0 0 ı 0
0 ı 0 0
−ı 0 0 0


, γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


, (5.5)
γ5 =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 −1 0 0


, (5.6)
de onde temos para os γa a relac¸a˜o γ5 = −ı√−ηγ0γ1γ2γ3. Aqui, η representa o
determinante da matriz de Minkowski ηµν – que e´ uma representac¸a˜o especial do
tensor me´trico gµν para um espac¸o-tempo plano.
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A Lagrangiana que descreve os espinores num espac¸o-tempo plano
(espac¸o-tempo de Minkowski) – chamada de Lagrangiana de Dirac – e´ a seguinte
L = ı
2
[ ψγa∂aψ − (∂aψ)γaψ ]−mψψ − V, (5.7)
onde ψ e ψ = ψ†γ0 denotam o campo spinorial e seu adjunto, respectivamente (o
dagger representa conjugac¸a˜o complexa), m e´ a massa do fe´rmion e V e´ a densi-
dade do potencial de auto-interac¸a˜o dos fe´rmions. Essa e´ a descric¸a˜o de um campo
espinorial proveniente das teorias de campo, as quais foram constru´ıdas sobre os
princ´ıpios da mecaˆnica quaˆntica e da relatividade restrita. Nessa classe de teoria,
quando se realiza uma transformac¸a˜o de coordenadas de um referencial inercial para
outro, os campos se transformam segundo o grupo de Lorentz
φ′(x′) = φ(x), (5.8)
A′µ(x′) = ΛµγA
γ(x), (5.9)
T ′µγ(x′) = ΛµαΛ
γ
βT
αβ(x), (5.10)
onde os Λµγ sa˜o os boosts de Lorentz. As equac¸o˜es (5.8), (5.9) e (5.10) representam as
leis de transformac¸a˜o para campos escalares, vetoriais e tensoriais, respectivamente.
Vamos agora a` generalizac¸a˜o da Lagrangiana (5.7) para um espac¸o-
tempo curvo. Primeiramente, devemos fazer treˆs generalizac¸o˜es fundamentais, estas
exigidas pelo princ´ıpio da covaraˆncia geral, a saber


i) Generalizamos o grupo de Lorentz para o grupo de transformac¸a˜o geral de
coordenadas, isto e´: Λαµ −→ ∂ξ
α
∂xµ
,
ii) Substitu´ımos o tensor de Minkowski ηµν pelo tensor me´trico geral gµν ,
iii) Trocamos as derivadas ordina´rias pelas derivadas covariantes: ∂µ −→ Dµ.
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A equac¸a˜o de Dirac, que governa a evoluc¸a˜o espac¸o-temporal do espi-
nor ψ, e´ derivada por meio das transformac¸o˜es dos espinores sob o grupo de Lorentz
[32]. Mas na˜o podemos aqui simplesmente aplicar a generalizac¸a˜o i) para reescre-
ver a equac¸a˜o de Dirac num espac¸o-tempo curvo, isso pelo fato de que o grupo de
transformac¸a˜o geral de coordenadas na˜o admite a representac¸a˜o espinorial – sob
transformac¸a˜o geral de coordenadas, o spinor se transforma da mesma forma que
um escalar.
Tendo em vista esse impasse, desenvolveu-se o formalismo das te-
tradas. Tal formalismo se fundamenta no princ´ıpio da equivaleˆncia (Cap´ıtulo 2):
podemos associar a cada ponto do espac¸o-tempo um referencial localmente inercial,
onde o tensor me´trico passa a ser gµν = ηµν . A conexa˜o desses referenciais local-
mente inerciais com um referencial na˜o inercial qualquer, onde teremos para o tensor
me´trico a forma geral gµν , pode ser feita atrave´s da seguinte relac¸a˜o
gµνe
µ
ae
ν
b = ηab, onde e
a
µ =
∂ξa
∂xµ
, (5.11)
com eaµ sendo chamado de tetrada ou vierbein – o qual leva consigo a generalizac¸a˜o
i). Nas equac¸o˜es acima, os ı´ndices gregos se referem a`s componentes escritas num
referencial na˜o inercial e os ı´ndices latinos a`s componentes escritas num referencial
localmente inercial.
As tetradas se transformam sob uma transformac¸a˜o de Lorentz por
eaµ = Λ
a
be
b
µ, (5.12)
e sob uma transformac¸a˜o geral de coordenadas por
eaµ =
∂xν
∂x′µ
eaν , (5.13)
isto e´, se transformam como um vetor contravariante e covariante, respectivamente.
Podemos contrair um quadrivetor com uma tetrada
Aa = e
µ
aAµ, (5.14)
obtendo uma grandeza que se transforma como um quadrivetor sob transformac¸o˜es
de Lorentz e como uma colec¸a˜o de quatro quantidades sob uma transformac¸a˜o geral
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de coordenadas. As tetradas nos permitem transformar tensores gerais em tensores
de Lorentz locais e, assim, a dependeˆncia espac¸o-temporal acaba por ser descrita
pelas pro´prias tetradas. Dessa forma, escrevemos os espinores a partir de um re-
ferencial localmente inercial, e por meio das tetradas os reescrevemos num referencial
na˜o-inercial, ou equivalentemente, na presenc¸a de um campo gravitacional [56, 57].
A partir desse formalismo, definimos um novo gama
Γµ = eµaγ
a, (5.15)
o qual satisfaz, como consequ¨eˆncia, uma a´lgebra de Clifford generalizada
{Γµ,Γν} = 2gµν , (5.16)
uma necessidade devida a` generelazic¸a˜o ii).
Segue da generalizac¸a˜o iii), a substituic¸a˜o das derivadas ordina´rias
pelas derivadas covariantes, definidas como
Dµψ = (∂µ + Ωµ)ψ, (5.17)
Dµψ = ∂µψ + ψΩµ, (5.18)
onde Ωµ e´ a conexa˜o de spin definida por
Ωµ = −1
4
gσν [ Γ
ν
µλ − eνb (∂µebλ) ] ΓσΓλ. (5.19)
Podemos agora generalizar a Lagrangiana (5.7) para um campo es-
pinorial na presenc¸a de um campo gravitacional, isto e´, num espac¸o tempo-curvo
L = ı
2
[ ψΓµDµψ − (Dµψ)Γµψ ]−mψψ − V. (5.20)
Para o princ´ıpio da covaraˆncia ser satisfeito, V e´ func¸a˜o somente do bilinear escalar
Ψ = ψψ e do pseudo-escalar ψγ5ψ – teorema de Pauli-Fiertz [58]. A partir de
(5.20), podemos escrever a ac¸a˜o que representa um campo espinorial num espac¸o-
tempo curvo
S =
∫ √−gd4x { ı
2
[ ψΓµDµψ − (Dµψ)Γµψ ]−mψψ − V
}
. (5.21)
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Variando a ac¸a˜o (5.21) com respeito ao tensor me´trico, temos o tensor
momento-energia do campo
Tµν =
ı
4
[ ψΓνDµψ + ψΓµDνψ −DµψΓνψ −DνψΓµψ ]− gµνL. (5.22)
Pela variac¸a˜o de (5.21) com relac¸a˜o a ψ e a ψ, as equac¸o˜es de Euler-Lagrange nos
levam a
ıΓµDµψ −mψ − dV
dψ
= 0, (5.23)
DµψΓ
µ +mψ − dV
dψ
= 0, (5.24)
que sa˜o a equac¸a˜o de Dirac e a sua adjunta na presenc¸a de um campo gravitacional,
respectivamente.
5.2 Lagrangiana Pontual e Equac¸o˜es de Campo
A partir do que foi exposto na sec¸a˜o 5.1, determinamos que a ac¸a˜o
para um modelo com campo fermioˆnico acoplado na˜o-minimamente ao campo gravi-
tacional e´ da forma
S =
∫ √−g d4x
{
F (Ψ)R+
ı
2
[ ψΓµDµψ − (Dµψ)Γµψ ]− V (Ψ)
}
, (5.25)
onde F (Ψ) e´ uma func¸a˜o gene´rica que descreve o acoplamento. Supomos aqui, por
simplicidade, que F e V sa˜o somente func¸o˜es do escalar bilinear Ψ = ψψ. Observe
que na˜o admitimos um fe´rmion massivo a priori, pois o termo de massa mΨ pode
emergir naturalmente da simetria de Noether, como veremos a seguir.
Para uma me´trica de Friedmann-Robertson-Walker espacialmente
plana, obtemos da ac¸a˜o (5.25), apo´s uma integrac¸a˜o por partes, a Lagrangiana
pontual
L = 6aa˙2F + 6a2a˙Ψ˙F ′ + ı
2
a3(ψ˙γ0ψ − ψγ0ψ˙) + a3V. (5.26)
Na expressa˜o acima, a linha denota derivada com relac¸a˜o a Ψ. Note que, ao satisfazer
o princ´ıpio cosmolo´gico, tomamos o campo espinorial como homogeˆneo, ou seja,
ψ = ψ(t) e ψ = ψ(t).
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Das equac¸o˜es de Euler-Lagrange para ψ e ψ, aplicadas a` Lagrangiana
(5.26), temos as equac¸o˜es de Dirac para o campo espinorial e seu adjunto acopladas
ao campo gravitacional
ψ˙ +
3
2
Hψ + ıγ0ψV ′ − ı6(H˙ + 2H2)γ0ψF ′ = 0, (5.27)
ψ˙ +
3
2
Hψ − ıψγ0V ′ + ı6(H˙ + 2H2)ψγ0F ′ = 0. (5.28)
Da equac¸a˜o de Euler-Lagrange para o fator de escala, aplicada a
(5.26), obtemos a equac¸a˜o da acelerac¸a˜o
a¨
a
= −ρf + 3pf
12F
, (5.29)
e impondo que a func¸a˜o energia associada a` Lagrangiana (5.26) seja igual a zero
EL =
∂L
∂a˙
a˙ + ψ˙
∂L
∂ψ˙
+
∂L
∂ψ˙
ψ˙ − L = 0, (5.30)
temos a equac¸a˜o de Friedmann
H2 =
ρf
6F
. (5.31)
Nas equac¸o˜es (5.29) e (5.31), as expresso˜es para a densidade de ener-
gia ρf e para a pressa˜o pf dos fe´rmions sa˜o dadas por
ρf = V − 6HF ′Ψ˙, (5.32)
pf = [V
′ − 6(H˙ + 2H2)F ′]Ψ− V + 2(F ′Ψ¨ + 2HF ′Ψ˙ + F ′′Ψ˙2). (5.33)
5.3 Existeˆncia da Simetria de Noether
Em termos das componentes dos espinores, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4)
T e
seu adjunto ψ = (ψ†1, ψ
†
2,−ψ†3,−ψ†4), a Lagrangiana (5.26) pode ser escrita como
L = 6aa˙2F + 6a2a˙F ′
4∑
i=1
ǫi
(
˙
ψ†iψi + ψ
†
i ψ˙i
)
+
ı
2
a3
4∑
i=1
(
˙
ψ†iψi − ψ†i ψ˙i
)
+ a3V, (5.34)
que e´ func¸a˜o somente de (a, ψ†l , ψl, a˙,
˙
ψ†l , ψ˙l).
A simetria de Noether e´ satisfeita com a condic¸a˜o
LXL = 0, (5.35)
51
onde X e´ o gerador infinitesimal de simetria definido por
X = C0
∂
∂a
+ C˙0
∂
∂a˙
+
4∑
l=1
(
Cl
∂
∂ψ†l
+Dl
∂
∂ψl
+ C˙l
∂
∂
˙
ψ†l
+ D˙l
∂
∂ψ˙l
)
, (5.36)
e LX e´ a derivada de Lie de L com relac¸a˜o ao vetor X, definido no espac¸o tangente,
e C0, Cl e Dl sa˜o func¸o˜es de (a, ψ
†
l , ψl).
Aplicando a condic¸a˜o (5.35) a` Lagrangiana (5.34), temos um polinoˆ-
mio em a˙2, a˙
˙
ψ†l , a˙ψ˙l,
˙
ψ†l
˙
ψ†n,
˙
ψ†l ψ˙n, ψ˙lψ˙n, a˙,
˙
ψ†l e ψ˙l, que deve se anular. Para se
verificar tal nulidade, cada coeficiente do polinoˆmio deve se anular separadamente.
Da nulidade de cada termo que envolve derivadas temporais, obtemos o seguinte
sistema de equac¸o˜es diferenciais parciais acopladas
C0F + 2a
∂C0
∂a
F + a2F ′
4∑
j=1
(
∂Cj
∂a
ǫjψj +
∂Dj
∂a
ǫjψ
†
j
)
+ aF ′
4∑
j=1
(Cjǫjψj +Djǫjψ
†
j) = 0, (5.37)
F ′ǫjψj
(
2C0 + a
∂C0
∂a
)
+ aF ′′ǫjψj
4∑
i=1
(Ciψi +Diψ
†
i )ǫi + aF
′Djǫj
+ 2F
∂C0
∂ψ†j
+ aF ′
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψ†j
ǫiψi +
∂Di
∂ψ†j
ǫiψ
†
i
)
= 0, (5.38)
F ′ǫjψ
†
j
(
2C0 + a
∂C0
∂a
)
+ aF ′′ǫjψ
†
j
4∑
i=1
(Ciψi +Diψ
†
i )ǫi + aF
′Cjǫj
+ 2F
∂C0
∂ψj
+ aF ′
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψj
ǫiψi +
∂Di
∂ψj
ǫiψ
†
i
)
= 0, (5.39)
F ′
(
∂C0
∂ψ†j
ǫiψi +
∂C0
∂ψ†i
ǫjψj
)
= 0, F ′
(
∂C0
∂ψj
ǫiψ
†
i +
∂C0
∂ψi
ǫjψ
†
j
)
= 0, (5.40)
F ′
(
∂C0
∂ψj
ǫiψi +
∂C0
∂ψ†i
ǫjψ
†
j
)
= 0,
4∑
j=1
(
∂Cj
∂a
ψj − ∂Dj
∂a
ψ†j
)
= 0, (5.41)
3C0ψj + aDj + a
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψ†j
ψi − ∂Di
∂ψ†j
ψ†i
)
= 0, (5.42)
3C0ψ
†
j + aCj − a
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψj
ψi − ∂Di
∂ψj
ψ†i
)
= 0, (5.43)
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e dos termos remanescentes, obtemos uma equac¸a˜o diferencial que esta´ relacionada
a` densidade de potencial
3C0V + aV
′
4∑
j=1
(
Cjǫjψj +Djǫjψ
†
j
)
= 0. (5.44)
Nas equac¸o˜es (5.37)-(5.44), foi introduzido o s´ımbolo
ǫi =

 1 para i = 1, 2 ;−1 para i = 3, 4 .
O sistema com 55 equac¸o˜es diferenciais parciais acopladas (5.37)-
(5.44) sera´ analisado a seguir. Primeiramente, das equac¸o˜es (5.40) e (5.41)1, infe-
rimos que existem duas possibilidades para o acoplamento, F ′ = 0 e F ′ 6= 0. Esses
dois casos sera˜o analisados separadamente.
5.3.1 Caso F ′ = 0
Quando F ′ = 0, temos que F = constante, e as equac¸o˜es (5.40) e
(5.41)1 sa˜o satisfeitas automaticamente. Por outro lado, das equac¸o˜es (5.38) e (5.39),
determinamos que C0 e´ func¸a˜o apenas de a. Da equac¸a˜o (5.37), tendo isso em vista,
podemos determinar C0 = C0(a), tal que obtemos
C0 =
k
a1/2
, (5.45)
onde k e´ uma constante.
A partir das equac¸o˜es (5.41)2 e (5.42) (ou de (5.41)2 e (5.43)), deter-
minamos Cj e Dj, de onde temos
Cj = −3
2
k
ψ†j
a3/2
+ βǫjψ
†
j , Dj = −
3
2
k
ψj
a3/2
− βǫjψj , (5.46)
com β sendo uma constante.
Por fim, da equac¸a˜o (5.44), obtemos a forma da densidade de poten-
cial, a saber
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V = λΨ, (5.47)
onde λ e´ uma constante.
Assim, conclu´ımos que para F ′ = 0, existe uma simetria de Noether,
tal que

 Cj = −
3
2
k
ψ†j
a3/2
+ βǫjψ
†
j , Dj = −32k ψja3/2 − βǫjψj ,
C0 =
k
a1/2
, F = constante, V = λΨ. (5 - I)
5.3.2 Caso F ′ 6= 0
Da equac¸a˜o (5.44), podemos escrever
4∑
j=1
(
Cjǫjψj +Djǫjψ
†
j
)
= −3C0
a
V
V ′
, (5.48)
que derivada com respeito a a fornece
4∑
j=1
(
∂Cj
∂a
ǫjψj +
∂Dj
∂a
ǫjψ
†
j
)
= 3
(
C0
a2
− 1
a
∂C0
∂a
)
V
V ′
. (5.49)
Agora, substituindo (5.48) e (5.49) na equac¸a˜o (5.37), e lembrando
que F e V sa˜o func¸o˜es somente de Ψ, obtemos
a
C0
∂C0
∂a
=
V ′F
3V F ′ − 2V ′F = s, (5.50)
onde s e´ uma constante.
Para F ′ 6= 0, as equac¸o˜es (5.40) e (5.41)1 nos levam a C0 = C0(a) e,
assim, determinamos C0 diretamente da equac¸a˜o (5.50)
C0 = ka
s, (5.51)
com k sendo uma constante.
Novamente, das equac¸o˜es (5.41)2 e (5.42) (ou de (5.41)2 e (5.43),
obtemos Cj e Dj
Cj = −3
2
kψ†ja
s−1 + βǫjψ
†
j , Dj = −
3
2
kψja
s−1 − βǫjψj . (5.52)
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Da equac¸a˜o (5.44), determinamos que a densidade de potencial e´ uma
func¸a˜o linear de Ψ, ou seja, nesse caso tambe´m e´ dada pela forma (5.47). A partir
das equac¸o˜es (5.47) e (5.50), chegamos a` lei de poteˆncia F = αΨp, onde α e´ uma
constante e p = 1+2s
3s
para a equac¸a˜o (5.37). Mas as equac¸o˜es (5.38) e (5.39) devem
ser satisfeitas simultaneamente pela forma F = αΨp e, obviamente, p na˜o precisa
ter a mesma forma que aquela para a equac¸a˜o (5.37). Portanto, obtemos a partir
das equac¸o˜es restantes, (5.38) e (5.39), que p = 2+s
3
. Consequ¨entemente, temos duas
relac¸o˜es para os expoentes s e p, a partir dos quais podemos determinar s e p, tais
que satisfac¸am todas as equac¸o˜es do sistema, a saber

 3sp = 1 + 2s,3p = 2 + s,
que implicam em
(s, p) =

 (1, 1),(−1, 1/3).
(5 - II)
Portanto, de (5 - II), determinamos que quando F ′ 6= 0, existem duas
simetrias de Noether, tais que
a)

 Cj = −
3
2
kψ†j + βǫjψ
†
j , Dj = −32kψj − βǫjψj ,
C0 = ka, F = αΨ, V = λΨ. (5 - III)
b)

 Cj = −
3
2
k
ψ†j
a2
+ βǫjψ
†
j , Dj = −32kψja2 − βǫjψj ,
C0 =
k
a
, F = αΨ1/3, V = λΨ. (5 - IV)
5.4 Soluc¸o˜es das Equac¸o˜es de Campo
Note que na˜o podemos distinguir fisicamente V dado por (5.47) de
um termo de massa para a ac¸a˜o (5.25), uma vez que V e´ linear em Ψ. Enta˜o,
podemos considerar V = λΨ ≡ mΨ, onde m e´ a massa do fe´rmion. Tendo isso em
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vista, simplesmente denotaremos o coeficiente do ”potencial” porm daqui em diante.
Isso significa que a simetria de Noether – para a ac¸a˜o de um modelo fermioˆnico como
o abordado aqui – na˜o admite um termo de potencial, mas somente um termo de
massa.
Das equac¸o˜es (5.27) e (5.28), obtemos a seguinte equac¸a˜o diferencial
para Ψ
Ψ˙ + 3HΨ = 0, (5.53)
que e´ facilmente resolvida, tendo como soluc¸a˜o
Ψ =
Ψ0
a3
, (5.54)
com Ψ0 sendo uma constante. A partir do resultado acima, podemos resolver a
equac¸a˜o de Friedmann (equac¸a˜o (5.31)) diretamente, ja´ que a mesma depende so-
mente de Ψ, que por sua vez e´ uma func¸a˜o apenas de a.
5.4.1 Caso F ′ = 0
Se fizermos F = constante = 1/2 (que representa um acoplamento
mı´nimo do campo fermioˆnico com o campo gravitacional e segue da normalizac¸a˜o
da ac¸a˜o (5.25) e da escolha das unidades naturais), utilizando a forma de V dada
por (5.47) e levando em conta a soluc¸a˜o (5.54) para Ψ, ao substituir-se (5.32) em
(5.31), segue que a equac¸a˜o de Friedmann nos leva a` seguinte soluc¸a˜o para a evoluc¸a˜o
temporal do fator de escala
a(t) = [K(t− t0)]2/3, com K = 3
2
√
mΨ0
3
. (5.55)
Essa e´ a soluc¸a˜o de um Universo dominado por um campo de mate´ria
(expansa˜o desacelerada), como no modelo padra˜o. Assim, conclu´ımos que um mo-
delo com campo fermioˆnico minimamente acoplamento na˜o pode produzir uma ex-
pansa˜o acelerada, se quisermos que a simetria de Noether seja satisfeita.
A densidade de energia e a pressa˜o do campo fermioˆnico seguem de
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(5.32) e (5.33), fornecendo
ρf =
mΨ0
a3
, pf = 0. (5.56)
Portanto, o campo fermioˆnico pode se comportar como um campo
de mate´ria sem pressa˜o, ou seja, como um campo de mate´ria ordina´ria.
5.4.2 Caso F ′ 6= 0
Para as formas de V e de F da simetria a) (5 - III), ao substituir
(5.32) em (5.31), obtemos a seguinte equac¸a˜o diferencial para o fator de escala
da
a
=
√
− m
12α
dt, (5.57)
que tem como soluc¸a˜o uma forma exponencial, dando-nos a descric¸a˜o de um cena´rio
inflaciona´rio. Assim, o campo fermioˆnico pode ser identificado como inflaton e a
evoluc¸a˜o temporal do fator de escala e´ dada por
a(t) = exp[K(t− t0)], com K =
√
− m
12α
. (5.58)
A partir das equac¸o˜es (5.32) e (5.33), temos para a densidade de
energia e pressa˜o do campo fermioˆnico
ρf = −mΨ0
2a3
, pf = −ρf . (5.59)
Evocando a condic¸a˜o fraca de energia, a qual diz que a densidade
de energia e´ uma quantidade na˜o negativa, ρf ≥ 0, inferimos da equac¸a˜o (5.59)1
que devemos ter Ψ0 < 0. Por sua vez, essa u´ltima condic¸a˜o impo˜e que α < 0,
haja vista que o acoplamento F = αΨ deve ser uma quantidade positiva. Notemos
tambe´m que a condic¸a˜o α < 0 implica em K > 0. Ale´m do mais, da equac¸a˜o (5.59)2,
conclu´ımos que a pressa˜o do campo fermioˆnico e´ sempre negativa e proporcional a`
densidade de energia.
Nesse cena´rio, de (5.54), temos para a evoluc¸a˜o temporal de Ψ
Ψ(t) = Ψ0 exp[−3K(t− t0)]. (5.60)
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Isso nos mostra que Ψ se aproxima de zero rapidamente a` medida que o Universo
se expande.
Determinamos, a partir das equac¸o˜es (5.32) e (5.33), a evoluc¸a˜o tem-
poral da densidade de energia e da pressa˜o dos fe´rmions para a e´poca da inflac¸a˜o,
respectivamente
ρf (t) = 6αΨ0K2 exp[−3K(t− t0)], (5.61)
pf(t) = −6αΨ0K2 exp[−3K(t− t0)] = −ρf (t). (5.62)
As equac¸o˜es (5.61) e (5.62) determinam que durante a inflac¸a˜o a
densidade de energia e a pressa˜o dos fe´rmions decaem rapidamente com a expansa˜o,
tendendo a zero nesse per´ıodo. De (5.62), podemos ver que os fe´rmions teˆm uma
equac¸a˜o barotro´pica ideˆntica a` da constante cosmolo´gica, pois, em cada instante da
era inflaciona´ria, a pressa˜o dos fe´rmions e´ o negativo de sua densidade de energia.
Cabe notar aqui que, mesmo que a soluc¸a˜o (5.58) preveja uma expansa˜o eterna-
mente acelerada, sabemos, a partir das observac¸o˜es, que a inflac¸a˜o teve ter um fim.
Isso implica que a soluc¸a˜o (5.58) so´ pode valer ate´ um certo momento, e a partir
deste devemos ter um outro regime.
Para a simetria b) (5 - IV), onde F = αΨ1/3, a equac¸a˜o de Fri-
edmann na˜o apresenta soluc¸a˜o.
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Cap´ıtulo 6
Campos Taquioˆnicos
Na˜o-minimamente Acoplados
Dentro do contexto de campos escalares, os modelos com campos
taquioˆnicos acoplados ao campo gravitacional receberam uma nota´vel atenc¸a˜o dos
cosmo´logos. O campo taquioˆnico teve sua origem na teoria de cordas, mas pode
ser introduzido de uma forma simples da seguinte maneira. O campo taquioˆnico
pode ser interpretado como a generalizac¸a˜o da Lagrangiana para uma part´ıcula
relativ´ıstica: L = −m
√
1− q˙2 → Ltach = −V (ϕ)
√
1− ∂µϕ∂µϕ. Da mesma forma
que o bem popular campo da chamada quintesseˆncia pode ser interpretado como
a generalizac¸a˜o natural da Lagrangiana para uma part´ıcula na˜o relativ´ıstica: L =
(1/2)q˙2 − V (q)→ Lquin = (1/2)∂µϕ∂µϕ− V (ϕ).
Nas refereˆncias [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66], o per´ıodo inflaciona´rio
do Universo foi investigado considerando-se como fonte de campo gravitacional um
campo taquioˆnico acoplado minimamente ao campo gravitacional para diferentes
densidades de potencial de auto-interac¸a˜o, na forma de lei de poteˆncias, exponen-
ciais e func¸o˜es hiperbo´licas. Campos taquioˆnicos com tais classes de densidades
de potencial tambe´m foram estudados para descrever o per´ıodo acelerado atual do
Universo nas refereˆncias [67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74], onde o campo taquioˆnico se
comporta como energia escura. No trabalho [75], estudou-se um campo taquioˆnico
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com uma densidade de potencial exponencial que pode fazer o papel de inflaton
e de energia escura. Apesar de a maioria dos artigos considerar um acoplamento
mı´nimo, na refereˆncia [76], um acoplamento na˜o-mı´nimo foi investigado para um
campo taquioˆnico com densidades de potencial e acoplamentos dados por func¸o˜es
com leis de poteˆncia.
6.1 Lagrangiana Pontual e Equac¸o˜es de Campo
Representemos por ϕ um campo taquioˆnico da teoria de cordas, o
qual e´ descrito pela densidade de Lagrangiana Lϕ = −V (ϕ)
√
1− ∂µϕ∂µϕ, onde
V (ϕ) e´ a densidade de potencial de auto-interac¸a˜o do campo. A ac¸a˜o gene´rica para
um modelo com campo taquioˆnico acoplado na˜o-minimamente ao campo gravitaci-
onal e´ enta˜o escrita como
S =
∫ √−g d4x {F (ϕ)R− V (ϕ)√1− ∂µϕ∂µϕ
}
+ Sm, (6.1)
onde lembramos que Sm representa a ac¸a˜o de um campo de mate´ria sem pressa˜o.
F (ϕ) e´ uma func¸a˜o arbitra´ria do campo taquioˆnico, a qual descreve o acoplamento
do campo taquioˆnico com o campo gravitacional.
Admitindo-se novamente um Universo com uma geometria descrita
pela me´trica de Friedmann-Robertson-Walker, a Lagrangiana pontual que segue da
ac¸a˜o (6.1), apo´s uma integrac¸a˜o por partes, e´ a seguinte
L = 6aa˙2F + 6a2a˙ϕ˙dF
dϕ
+ a3V
√
1− ϕ˙2 + ρ0m. (6.2)
Na expressa˜o acima, ρ0m denota o valor da densidade de energia do campo de mate´ria
medida num certo instante inicial.
A equac¸a˜o de Klein-Gordon para o campo taquioˆnico acoplado ao
campo gravitacional e´ obtida a partir da equac¸a˜o de Euler-Lagrange para ϕ, aplicada
a` Lagrangiana (6.2), da qual obtemos
ϕ¨
1− ϕ˙2 + 3Hϕ˙+
1
V
[
dV
dϕ
− 6(H˙ + 2H2)
√
1− ϕ˙2dF
dϕ
]
= 0. (6.3)
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Como no cap´ıtulo anterior, da equac¸a˜o de Euler-Lagrange para o
fator de escala, aplicada a (6.2), obtemos a equac¸a˜o da acelerac¸a˜o
a¨
a
= −ρ+ 3p
12F
, (6.4)
onde ρ = ρϕ + ρm e p = pϕ – a mate´ria e´ considerada sem pressa˜o, pm = 0 – sa˜o a
densidade de energia e a pressa˜o das fontes do campo gravitacional, com a densidade
de energia e a pressa˜o do campo taquioˆnico dadas por
ρϕ =
V√
1− ϕ˙2 − 6H
dF
dϕ
ϕ˙, (6.5)
pϕ = −V
√
1− ϕ˙2 + 2
(
dF
dϕ
ϕ¨+ 2H
dF
dϕ
ϕ˙+
d2F
dϕ2
ϕ˙2
)
, (6.6)
respectivamente.
Novamente, obtemos a equac¸a˜o de Friedmann
H2 =
ρ
6F
, (6.7)
pela imposic¸a˜o de que a func¸a˜o energia associada a (6.2) seja nula, isto e´
EL =
∂L
∂a˙
a˙ +
∂L
∂ϕ˙
ϕ˙− L ≡ 0. (6.8)
6.2 Existeˆncia da Simetria de Noether
Seja X, para o presente modelo, o seguinte gerador infinitesimal de
simetria
X = α
∂
∂a
+ β
∂
∂ϕ
+
(
∂α
∂a
a˙+
∂α
∂ϕ
ϕ˙
)
∂
∂a˙
+
(
∂β
∂a
a˙+
∂β
∂ϕ
ϕ˙
)
∂
∂ϕ˙
, (6.9)
com α e β sendo func¸o˜es somente de (a, ϕ).
Lembrando que a simetria de Noether e´ satisfeita pela condic¸a˜o
LxL = 0, com X definido no espac¸o tangente, a simetria de Noether existe para
a Lagrangiana (6.2) se
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α(
6a˙2F + 12aa˙ϕ˙
dF
dϕ
+ 3a2V
√
1− ϕ˙2
)
+ β
(
6aa˙2
dF
dϕ
+ 6a2a˙ϕ˙
d2F
dϕ2
+ a3
dV
dϕ
√
1− ϕ˙2
)
+
(
∂α
∂a
a˙+
∂α
∂ϕ
ϕ˙
)(
12aa˙F + 6a2ϕ˙
dF
dϕ
)
+
(
∂β
∂a
a˙+
∂β
∂ϕ
ϕ˙
)(
6a2a˙
dF
dϕ
− a
3ϕ˙V√
1− ϕ˙2
)
= 0. (6.10)
A equac¸a˜o (6.10) depende explicitamente de a˙, ϕ˙ e suas poteˆncias.
Enta˜o, a fim de verificar a sua nulidade, devemos anular cada um dos seus coeficien-
tes, de onde obtemos o seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais parciais acopladas(
α + 2a
∂α
∂a
)
F +
(
β + a
∂β
∂a
)
a
dF
dϕ
= 0, (6.11)
2F
∂α
∂ϕ
+
(
2α+ a
∂α
∂a
+ a
∂β
∂ϕ
)
dF
dϕ
+ aβ
d2F
dϕ2
= 0, (6.12)
∂α
∂ϕ
dF
dϕ
= 0,
∂β
∂a
= 0,
∂β
∂ϕ
= 0, (6.13)
3αV + aβ
dV
dϕ
= 0. (6.14)
Analisemos o sistema (6.11)-(6.14). Em primeiro lugar, das equac¸o˜es
(6.13)2 e (6.13)3, conclu´ımos que β ≡ β0 deve ser uma constante. Da equac¸a˜o
(6.13)1, temos dois casos a considerar, dF/dϕ = 0 e dF/dϕ 6= 0. A ana´lise dar-se-a´
para cada caso separadamente.
(a) Primeiro caso: dF/dϕ = 0
Da equac¸a˜o (6.12), temos que α na˜o pode depender de ϕ e, a partir
de (6.11), determinamos facilmente que a sua forma e´ proporcional a 1/
√
a. A partir
disso, conclu´ımos que (6.14) e´ satisfeita somente se V = 0. Essa soluc¸a˜o deve ser
descartada, pois V = 0 faz com que a densidade de energia e a pressa˜o do campo
taquioˆnico se anulem.
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(b) Segundo caso: dF/dϕ 6= 0
Para dF/dϕ 6= 0, vem de (6.13)1 que α e´ func¸a˜o somente de a, e
a u´nica maneira de se satisfazer a equac¸a˜o (6.14), e´ com α da forma
α = α0a que nos leva a V = λ exp(−ξϕ), (6.15)
onde α0, λ e ξ = 3α0/β0 sa˜o constantes. Finalmente, a partir das equac¸o˜es (6.11) e
(6.12), chegamos a` forma do acoplamento, a saber
F = γ exp(−ξϕ), (6.16)
onde γ e´ tambe´m uma constante.
Da ana´lise realizada aqui, conclu´ımos que existe uma simetria de No-
ether, tal que

 α = α0a, β = β0,F = γ exp(−ξϕ), V = λ exp(−ξϕ). (6 - I)
6.3 Per´ıodo Inflaciona´rio
No per´ıodo inflaciona´rio, a densidade de energia da mate´ria e´ des-
prez´ıvel, de tal forma que podemos fazer ρ0m = 0. A fim de determinar a dinaˆmica
desse per´ıodo, devemos resolver as equac¸o˜es diferenciais acopladas (6.3) e (6.7), que
para as formas de V e de F da simetria (6 - I), atrave´s de (6.5), tornam-se
ϕ¨
1− ϕ˙2 + 3Hϕ˙+
ξ
κ
(H˙ + 2H2)
√
1− ϕ˙2 − ξ = 0, (6.17)
H2 − ξHϕ˙− κ√
1− ϕ˙2 = 0. (6.18)
Definimos aqui a constante κ = λ/6γ.
Com o objetivo de encontrar uma soluc¸a˜o anal´ıtica para o sistema de
equac¸o˜es (6.17)-(6.18), utilizaremos a constante de movimento associada a` simetria
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de Noether, que pode ser obtida a partir de (4.22), apresentando-se para esse caso
como
Σ0 = α
∂L
∂a˙
+ β
∂L
∂ϕ˙
, (6.19)
fornecendo-nos
Σ0
6γβ0
= −
[(
κ√
1− ϕ˙2 +
ξ2
3
)
ϕ˙+
ξ
3
H
]
a3 exp(−ξϕ). (6.20)
Agora, pela diferenciac¸a˜o de (6.20) com respeito a ϕ, obtemos uma
equac¸a˜o diferencial ordina´ria em ϕ, a qual pode ser escrita na seguinte forma
(
3κ
ξ2
√
1− ϕ˙2 +
3
2
)
ϕ˙±
√√√√( κ
ξ2
√
1− ϕ˙2 +
ϕ˙2
4
)
= 0, (6.21)
devida a` (6.18) e ao fato de que ∂H/∂ϕ = 0.
Fazendo-se ξ = −ıξ0, com ξ0 sendo uma constante real, temos como
soluc¸a˜o para a equac¸a˜o diferencial (6.21)
ϕ(t) = ı(k1t+ k2), (6.22)
onde k1 e k2 sa˜o constantes reais. Tal soluc¸a˜o implica na seguinte relac¸a˜o entre as
constantes envolvidas no problema
κ =
λ
6γ
=
1
18
(
ξ0
k1
)2√
1 + k21
(
1 +
√
1 + 18k21 + 9k
4
1 + 9k
2
1
)
. (6.23)
E´ importante observar aqui que, se na˜o admitimos um valor complexo
para ξ e para ϕ(t), a relac¸a˜o entre λ e γ (que vem de (6.21)) torna-se imagina´ria, o
que na˜o tem significado f´ısico.
Substituindo-se a soluc¸a˜o (6.22) encontrada para o campo taquioˆnico
na expressa˜o da densidade de potencial, equac¸a˜o (6.15)2, e na expressa˜o do acopla-
mento, equac¸a˜o (6.16), temos
V (t) = λ exp[−ξ0(k1t+ k2)], F (t) = γ exp[−ξ0(k1t + k2)], (6.24)
que da˜o a evoluc¸a˜o temporal da densidade de potencial e do acoplamento para o
per´ıodo inflaciona´rio, respectivamente. Requerendo que a densidade de potencial
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possua decaimento com o tempo, temos da equac¸a˜o (6.24)1 que ξ0k1 > 0.
Por fim, temos da equac¸a˜o (6.7), apo´s integrac¸a˜o do fator de escala
no tempo
a(t) = exp[K(t− t0)], com K =
√
κ√
(1 + k21)
+
ξ20k
2
1
4
+
ξ0k1
2
. (6.25)
Essa soluc¸a˜o obviamente descreve um cena´rio inflaciona´rio, o que deveria ser, uma
vez que a nossa considerac¸a˜o inicial era de que ρm = 0 na equac¸a˜o de Friedmann.
Observe novamente que tal soluc¸a˜o so´ e´ va´lida ate´ certo instante, quando a inflac¸a˜o
chega ao fim e inicia-se um novo regime.
Observemos ainda, que a soluc¸a˜o complexa (6.22) para ϕ(t) na˜o gera
inconsisteˆncia f´ısica alguma concernente a`s formas finais das soluc¸o˜es encontradas,
haja vista que, com essa soluc¸a˜o, V e F escritos em func¸a˜o do tempo tornam-se
quantidades reais, da mesma forma que o fator de escala, como espera´vamos que
deveria ser.
A evoluc¸a˜o temporal da densidade de energia e da pressa˜o do campo
taquioˆnico e´ determinada a partir de (6.5), (6.6), (6.22) e (6.24), fornecendo
ρϕ(t) =
(
λ√
1 + k21
+ 6ξ0γk1K
)
exp [−ξ0(k1t+ k2)] , (6.26)
pϕ(t) = −λ
√
1 + k21 + 2ξ0γk1(2K − ξ0k1)
λ√
1+k2
1
+ 6ξ0γk1K
ρϕ(t). (6.27)
Das equac¸o˜es acima, conclu´ımos que a pressa˜o e´ uma quantidade ne-
gativa e proporcional a` densidade de energia, sendo que a pressa˜o e a densidade de
energia do campo decaem rapidamente com a expansa˜o.
6.4 Per´ıodo de Transic¸a˜o Desacelerado-Acelerado
A fim de encontrar uma soluc¸a˜o para o caso em que ρm 6= 0, escreve-
remos as equac¸o˜es a serem resolvidas em termos do redshift, ou seja, no lugar de
usar o tempo como varia´vel, usaremos o redshift. Fazemos isso a partir das seguintes
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relac¸o˜es
z =
1
a
− 1, d
dt
= −H(1 + z) d
dz
. (6.28)
Em termos do redshift, as equac¸o˜es de Klein-Gordon (6.3) e da acelerac¸a˜o (6.4)
tornam-se
H2(1 + z)2ϕ′′ + [H +H ′(1 + z)]H(1 + z)ϕ′ =
[
1−H2(1 + z)2ϕ′2]
×
{
3H2(1 + z)ϕ′ +
ξ
κ
H [H ′(1 + z)− 2H ]
√
1−H2(1 + z)2ϕ′2 + ξ
}
, (6.29)
4γHH ′ exp(−ξϕ)(1 + z) = ρm + ρϕ + pϕ, (6.30)
onde a densidade de energia da mate´ria e a densidade de energia e a pressa˜o do
campo taquioˆnico passam a ser dadas por
ρm(z) = ρ
0
m(1 + z)
3, (6.31)
ρϕ(z) = exp(−ξϕ)
{
λ√
1−H2(1 + z)2ϕ′2 − 6ξγH
2(1 + z)ϕ′
}
, (6.32)
pϕ(z) = − exp(−ξϕ)
{
λ
√
1−H2(1 + z)2ϕ′2 + 2ξγ [H2(1 + z)2ϕ′′
+
(
H ′(1 + z)−H
)
H(1 + z)ϕ′ − ξH2(1 + z)2ϕ′2
]}
, (6.33)
respectivamente. Nas equac¸o˜es acima, a linha denota derivada com relac¸a˜o ao
redshift z.
Vislumbrar alguma soluc¸a˜o anal´ıtica para o sistema de equac¸o˜es di-
ferenciais (6.29)-(6.30) e´ uma tarefa dif´ıcil, por isso optaremos pela procura de uma
soluc¸a˜o nume´rica. A fim de determinar alguma soluc¸a˜o nume´rica para o sistema
(6.29)-(6.30), devemos especificar condic¸o˜es iniciais para ϕ(z), ϕ′(z) eH(z) no tempo
atual, ou seja, em z = 0. Empregaremos no lugar das densidades de energia os seus
respectivos paraˆmetros de densidade Ωϕ(z) = ρϕ(z)/ρ(z) e Ωm(z) = ρm(z)/ρ(z),
com ρ(z) = ρϕ(z) + ρm(z) sendo a densidade de energia total das fontes de campo
gravitacional. A fim de facilitar a ana´lise nume´rica, introduzimos as quantidades adi-
mensionais H∗(z) = H(z)/
√
ρ(0), ϕ∗(z) =
√
ρ(0)ϕ(z), ξ∗ = ξ/
√
ρ(0) e λ∗ = λ/ρ(0).
Aqui, adotamos para os valores atuais dos paraˆmetros de densidade Ωϕ(0) = 0.72 e
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Figura 6.1: Esquerda: paraˆmetros de densidade do campo de mate´ria e do campo
taquioˆnico em func¸a˜o do redshift. Direita: paraˆmetro de desacelerac¸a˜o em func¸a˜o
do redshift.
Ωm(0) = 0.28 (ver refereˆncias [35] e [37]).
O valor presente do acoplamento deve ser F = c3/16πG ou F = 1/2,
em unidades naturais. Com isso em vista, segue de (6.16) que ϕ∗(0) = ln(2γ)1/ξ∗ .
Por outro lado, considerando-se que para garantir um per´ıodo com acelerac¸a˜o de
expansa˜o positiva, a condic¸a˜o ϕ˙2(0)≪ 1 deve ser satisfeita, segue da equac¸a˜o (6.5)
que ρϕ(0) ≈ V (0), de tal forma que temos ϕ∗(0) = ln(λ∗/0.72)1/ξ∗ . Essa relac¸a˜o,
juntamente com a expressa˜o anterior, fornece-nos a relac¸a˜o γ = λ∗/1.44.
Das considerac¸o˜es acima, acabamos por ficar com treˆs paraˆmetros li-
vres ξ∗, λ∗ e γ, sendo que desses somente dois sa˜o linearmente independentes. Para a
computac¸a˜o nume´rica realizada, escolhemos λ∗ = 1 e treˆs valores para os paraˆmetros
que esta˜o relacionados com a durac¸a˜o do acoplamento, os quais sa˜o ξ∗ = 0.05, 0.10,
0.20. As condic¸o˜es em z = 0, lembrando que devemos ter ϕ˙2(0)≪ 1, sa˜o
H∗(0) =
√
1/3, ϕ∗(0) = − ln(0.72)1/ξ∗ , ϕ ∗′ (0) = 10−3. (6.34)
Na esquerda da Figura 6.1, os paraˆmetros de densidade da mate´ria
e do campo taquioˆnico esta˜o representados em func¸a˜o do redshift, no intervalo
0 ≤ z ≤ 2. Notemos que o paraˆmetro do acoplamento ξ∗ tem importante in-
flueˆncia sobre o decaimento do paraˆmetro de densidade do campo taquioˆnico e no
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ξ∗ = 0.20 ξ∗ = 0.10 ξ∗ = 0.05 ΛCDM valores experimentais
q(0) -0.50 -0.55 -0.57 -0.58 -0.74 ± 0.18 (de [77])
zt 0.49 0.62 0.69 0.73 0.46 ± 0.13 (de [78])
Tabela 6.1: Valores do paraˆmetro de desacelerac¸a˜o q(0) e do redshift de transic¸a˜o zt
para diferentes valores do paraˆmetro de acoplamento ξ∗.
correspondente crescimento do campo de mate´ria, sendo que tal influeˆncia cresce a`
medida que os valores de ξ∗ decrescem. Isso pode ser entendido observando-se que
o crescimento do paraˆmetro do acoplamento ξ∗ implica no crescimento da trans-
fereˆncia de energia do campo taquioˆnico para o campo gravitacional (ver sec¸a˜o 6.5).
Ale´m disso, podemos notar que no caso limite, quando ξ∗ → 0, o comportamento
do modelo taquioˆnico tende ao comportamento do modelo ΛCDM.
Na direita da Figura 6.1, o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o q = 1/2 +
3p/2ρ esta´ representado em func¸a˜o do redshift, no intervalo 0 ≤ z ≤ 2. Na Tabela
6.1, temos a comparac¸a˜o dos valores calculados com os valores medidos experimen-
talmente para o valor atual do paraˆmetro de desacelerac¸a˜o q(0) e para o valor do
redshift zt de transic¸a˜o de um regime desacelerado para um regime acelerado. Da
Tabela 6.1, vemos que os valores calculados em geral esta˜o em bom acordo com
os valores medidos. Pode ser observado ainda que, a` medida que o valor do aco-
plamento aumenta, o redshift de transic¸a˜o zt decresce enquanto o paraˆmetro de
desacelerac¸a˜o q(0) cresce. Note que a importaˆncia do acoplamento desaparece para
grandes valores de redshift, haja vista que, para diferentes valores do paraˆmetro ξ∗,
o paraˆmetro de desacelerac¸a˜o converge para um u´nico valor.
Tambe´m e´ interessante analisar a evoluc¸a˜o do acoplamento F com o
redshift para diferentes valores de ξ∗. A representac¸a˜o de F em func¸a˜o de z esta´ na
esquerda da Figura 6.2, de onde constatamos que o paraˆmetro ξ∗ tem forte influeˆncia
no comportamento de F . Como ja´ era esperado, de acordo com a equac¸a˜o (6.16), a
variac¸a˜o do acoplamento e´ menos pronunciada para pequenos valores da constante
ξ∗. Outro ponto a ser notado e´ que, para cada valor de ξ∗, o acoplamento tende
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Figura 6.2: Esquerda: acoplamento F em func¸a˜o do redshift z. Direita: raza˜o entre
a pressa˜o e a densidade de energia do campo taquioˆnico ωϕ em func¸a˜o do redshift z.
a um valor constante a` medida que o redshift aumenta. Pelo fato de a densidade
de potencial possuir a mesma dependeˆncia exponencial em ϕ que a de F , o seu
comportamento em func¸a˜o do redshift e´ muito similar ao de F .
Na direita da Figura 6.2, esta´ representada a raza˜o entre a pressa˜o
e a densidade de energia do campo taquioˆnico ωϕ = pϕ/ρϕ em func¸a˜o do redshift z.
Observemos, dessa figura, que ωϕ → −1 quando z → 0, para pequenos valores do
paraˆmetro ξ∗. Isso significa que, para pequenos valores de ξ∗, o modelo taquioˆnico
se aproxima do modelo ΛCDM. Para grandes valores de redshift, ωϕ → 0, ou seja,
o campo taquioˆnico tende a assumir um comportamento como o de um campo de
mate´ria sem pressa˜o.
Lembrando da definic¸a˜o de diferenc¸a entre magnitude aparente e
absoluta de uma fonte
µ0 = m−M = 25 + 5 log
[
(1 + z)
∫ z
0
dz′
H(z′)
]
, (6.35)
podemos fazer uma comparac¸a˜o do valor de µ0 previsto pelo modelo com o valor de
µ0 experimental.
Na Figura 6.3, os c´ırculos representam os dados observacionais das
supernovas do tipo Ia (ver refereˆncia [36]). Esta´ representada somente uma curva
para o modelo acoplado, com ξ∗ = 0.2, uma vez que as diferenc¸as com relac¸a˜o ao
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Figura 6.3: µ0 em func¸a˜o do redshift z. A linha cheia representa o modelo taquioˆnico
com campo de mate´ria para ξ∗ = 0.2, a linha pontilhada representa o modelo ΛCDM
e os c´ırculos sa˜o os dados observacionais das supernovas do tipo Ia.
modelo ΛCDM sa˜o muito pequenas quando ξ∗ → 0. Dessa figura, conclu´ımos que
os valores de µ0 para o modelo acoplado na˜o diferem dos valores do modelo ΛCDM
para pequenos valores de redshift, existindo apenas uma pequena diferenc¸a entre as
curvas dos dois modelos para valores de redshift crescentes.
6.5 Observac¸o˜es
Derivando a equac¸a˜o de Friedmann (6.7) com relac¸a˜o ao tempo, e
levando-se em conta a equac¸a˜o da acelerac¸a˜o (6.4) e a forma de F (6.16), segue a
equac¸a˜o de evoluc¸a˜o temporal da densidade de energia total das fontes de campo
gravitacional
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = −ξϕ˙ρ. (6.36)
Considerando-se que os campos taquioˆnico e de mate´ria sa˜o na˜o-
interagentes, e lembrando que inicialmente consideramos que a mate´ria e´ na˜o-relati-
v´ıstica (pm = 0), a evoluc¸a˜o temporal da densidade de energia do campo de mate´ria
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obedece a seguinte equac¸a˜o
ρ˙m + 3Hρm = 0, (6.37)
e utilizando-se das relac¸o˜es ρ = ρm+ ρϕ e p = pϕ, segue de (6.36) e (6.37) a equac¸a˜o
para a evoluc¸a˜o temporal da densidade de energia do campo taquioˆnico
ρ˙ϕ + 3H(ρϕ + pϕ) = −ξϕ˙ρ. (6.38)
De (6.38), entendemos claramente como o valor de ξ influi no decai-
mento do campo taquioˆnico e no correspondente crescimento do campo de mate´ria,
pois o mesmo esta´ diretamente relacionado a` taxa de transfereˆncia de energia do
campo taquioˆnico para o campo gravitacional.
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Cap´ıtulo 7
Fe´rmions e Ta´quions com
Potencial Constante
7.1 Fe´rmions
7.1.1 Simetria de Noether
Consideremos a ac¸a˜o para um campo fermioˆnico acoplado na˜o-mini-
mamente ao campo gravitacional e um campo de mate´ria
S =
∫ √−g d4x
{
F (Ψ)R+
ı
2
[ ψΓµDµψ − (Dµψ)Γµψ ]− V (Ψ)
}
+ Sm. (7.1)
Usaremos, daqui por diante, o mesmo procedimento empregado no
Cap´ıtulo 5. A partir da ac¸a˜o (7.1), escrevemos a seguinte Lagrangiana pontual
L = 6aa˙2F + 6a2a˙Ψ˙F ′ + ı
2
a3(ψ˙γ0ψ − ψγ0ψ˙) + a3V + ρ0m. (7.2)
Agora, tomando o gerador infinitesimal de simetria
X = C0
∂
∂a
+ C˙0
∂
∂a˙
+
4∑
l=1
(
Cl
∂
∂ψ†l
+Dl
∂
∂ψl
+ C˙l
∂
∂
˙
ψ†l
+ D˙l
∂
∂ψ˙l
)
, (7.3)
e a condic¸a˜o para que a simetria de Noether seja satisfeita, LXL = 0, aplicada
a` Lagrangiana (7.2), obtemos o seguinte sistema de equac¸o˜es diferenciais parciais
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acopladas
C0F + 2a
∂C0
∂a
F + a2F ′
4∑
j=1
(
∂Cj
∂a
ǫjψj +
∂Dj
∂a
ǫjψ
†
j
)
+ aF ′
4∑
j=1
(Cjǫjψj +Djǫjψ
†
j) = 0, (7.4)
F ′ǫjψj
(
2C0 + a
∂C0
∂a
)
+ aF ′′ǫjψj
4∑
i=1
(Ciψi +Diψ
†
i )ǫi + aF
′Djǫj
+ 2F
∂C0
∂ψ†j
+ aF ′
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψ†j
ǫiψi +
∂Di
∂ψ†j
ǫiψ
†
i
)
= 0, (7.5)
F ′ǫjψ
†
j
(
2C0 + a
∂C0
∂a
)
+ aF ′′ǫjψ
†
j
4∑
i=1
(Ciψi +Diψ
†
i )ǫi + aF
′Cjǫj
+ 2F
∂C0
∂ψj
+ aF ′
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψj
ǫiψi +
∂Di
∂ψj
ǫiψ
†
i
)
= 0, (7.6)
F ′
(
∂C0
∂ψ†j
ǫiψi +
∂C0
∂ψ†i
ǫjψj
)
= 0, F ′
(
∂C0
∂ψj
ǫiψ
†
i +
∂C0
∂ψi
ǫjψ
†
j
)
= 0, (7.7)
F ′
(
∂C0
∂ψj
ǫiψi +
∂C0
∂ψ†i
ǫjψ
†
j
)
= 0,
4∑
j=1
(
∂Cj
∂a
ψj − ∂Dj
∂a
ψ†j
)
= 0, (7.8)
3C0ψj + aDj + a
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψ†j
ψi − ∂Di
∂ψ†j
ψ†i
)
= 0, (7.9)
3C0ψ
†
j + acj − a
4∑
i=1
(
∂Ci
∂ψj
ψi − ∂Di
∂ψj
ψ†i
)
= 0 (7.10)
3C0V + aV
′
4∑
j=1
(
Cjǫjψj +Djǫjψ
†
j
)
= 0. (7.11)
que e´ o mesmo sistema (5.13)-(5.30), ja´ que a ac¸a˜o da mate´ria Sm na˜o contribui
para a determinac¸a˜o do sistema de equac¸o˜es difereciais resultantes da condic¸a˜o de
simetria. Isso pelo fato de o termo relacionado a` mate´ria aparecer como uma cons-
tante na Lagrangiana (7.2), isto e´, ρ0m.
No Cap´ıtulo 5, procuramos por potenciais de auto-intetrac¸a˜o do tipo
V = V (Ψ), tais que na˜o violassem a simetria de Noether, e encontramos uma soluc¸a˜o
da forma V = λΨ, a qual introduzia naturalmente um termo de massa na ac¸a˜o
(5.1). Neste cap´ıtulo, estudaremos uma situac¸a˜o especial permitida pela simetria de
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Noether, em que podemos ter V = constante. Analisemos tal situac¸a˜o a seguir.
A equac¸a˜o (7.11) e´ satisfeita por um potencial constante se C0 = 0.
Sendo assim, das equac¸o˜es (7.8)2, (7.9) e (7.10), obtemos
Cj = f(a)ψ
†
j + βǫjψ
†
j , Dj = −f(a)ψj − βǫjψj , (7.12)
onde β e´ uma constante e f(a) e´ uma func¸a˜o arbitra´ria de a a ser determinada.
De (7.4), podemos imediatamente determinar f(a), encontrando
f(a) =
k
a
, (7.13)
onde k e´ uma constante.
Quanto a F , das equac¸o˜es (7.7) e (7.8)1, temos F
′ = 0 ou F ′ 6= 0.
Para F ′ = 0, que corresponde ao acoplamento mı´nimo, F = constante = 1/2, as
equac¸o˜es (7.5) e (7.6) sa˜o automaticamente satisfeitas. Para F ′ 6= 0, a partir de
(7.5) e (7.6), determinamos que
F = F (Ψ), (7.14)
pois, para qualquer F , as equac¸o˜es (7.5) e (7.6) sa˜o satisfeitas em virtude das formas
de Cj e Dj.
Da´ı, podemos afirmar que existe uma simetria de Noether, tal que
 Cj =
k
a
ψ†j + βǫjψ
†
j , Dj = −kaψj − βǫjψj ,
C0 = 0, F = F (Ψ), V = constante. (7 - I)
7.1.2 Soluc¸o˜es Cosmolo´gicas
Da Lagrangiana (7.2), obtemos as equac¸o˜es de campo para o modelo
ψ˙ +
3
2
Hψ + ıγ0ψV ′ − ı6(H˙ + 2H2)γ0ψF ′ = 0, (7.15)
ψ˙ +
3
2
Hψ − ıψγ0V ′ + ı6(H˙ + 2H2)ψγ0F ′ = 0, (7.16)
2H˙ + 3H2 = − p
2F
, H2 =
ρ
6F
, (7.17)
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com ρ = ρm + ρf e p = pf , onde ρf e pf sa˜o dados por
ρf = V − 6HF ′Ψ˙, (7.18)
pf = [V
′ − 6(H˙ + 2H2)F ′]Ψ− V + 2(F ′Ψ¨ + 2HF ′Ψ˙ + F ′′Ψ˙2). (7.19)
Vamos analisar agora o caso F = constante = 1/2 para a simetria
aqui encontrada (7 - I). Um potencial constante pode ser interpretado como um
potencial que faz o papel de constante cosmolo´gica e, de agora em diante, escre-
veremos V = Λ. A equac¸a˜o (7.17)2, atrave´s de (7.18), levando em conta que de
(7.15) e (7.16) obtemos Ψ = Ψ0/a
3, leva-nos a` seguinte equac¸a˜o diferencial para a
3
a˙2
a2
=
ρ0m
a3
+ Λ, (7.20)
cuja soluc¸a˜o nos fornece
a(t) =
(
ρ0m
Λ
) 1
3
[
sinh
(√
3Λ
2
t
)] 2
3
, (7.21)
e quando ρ0m e´ desprez´ıvel
a(t) = exp
(√
Λ
3
t
)
. (7.22)
Esse modelo e´ ideˆntico ao modelo ΛCDM, mas com a interpretac¸a˜o de
que Λ na˜o e´ uma constante cosmolo´gica no sentido tradicional, relacionada a` energia
de va´cuo, mas sim um potencial de auto-interac¸a˜o constante de um campo fermioˆnico
acoplado ao campo gravitacional. E´ importante notar que por ser ideˆntico ao modelo
ΛCDM, este modelo apresentara´ o mesmo problema que aquele com relac¸a˜o ao valor
de Λ.
Para o caso F = F (Ψ) 6= constante, mesmo para as formas mais
simples, como as leis de poteˆncia, na˜o conseguimos encontrar a partir da equac¸a˜o
de Friedmann uma forma expl´ıcita para a(t). Na˜o parece ser de grande valia pro-
curar uma soluc¸a˜o nume´rica para esse caso ou alguma soluc¸a˜o anala´tica para formas
diferentes das leis de poteˆncia, pois a situac¸a˜o se agrava pelo fato de que existem
infinitas possibilidades, o que torna a inspec¸a˜o de alguma soluc¸a˜o com significado
f´ısico algo impratica´vel.
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7.2 Ta´quions
7.2.1 Simetria de Noether
Relembremos a ac¸a˜o gene´rica que descreve um campo taquioˆnico
acoplado na˜o-minimamente ao campo gravitacional
S =
∫ √−g d4x {F (ϕ)R− V (ϕ)√1− ∂µϕ∂µϕ
}
+ Sm, (7.23)
cuja Lagrangiana pontual associada e´
L = 6aa˙2F + 6a2a˙ϕ˙F ′ + a3V
√
1− ϕ˙2 + ρ0m. (7.24)
Reescrevamos aqui o sistema de equac¸o˜es diferenciais resultante da
condic¸a˜o de existeˆncia de alguma simetria de Noether, LXL = 0, aplicada a` Lagran-
giana (7.24) (
α + 2a
∂α
∂a
)
F +
(
β + a
∂β
∂a
)
aF ′ = 0, (7.25)
2aF
∂α
∂ϕ
+
(
2α+ a
∂α
∂a
+ a
∂β
∂ϕ
)
aF ′ + βa2F ′′ = 0, (7.26)
∂α
∂ϕ
F ′ = 0,
∂β
∂a
= 0,
∂β
∂ϕ
= 0, (7.27)
3αV + aβV ′ = 0. (7.28)
No Cap´ıtulo 6, estudamos campos taquioˆnicos com potenciais da
forma V = V (ϕ), satisfazendo a simetria de Noether. Procuraremos aqui por um
potencial constante que satisfac¸a tal simetria.
Uma soluc¸a˜o poss´ıvel, tal que na˜o tenhamos V = 0, existe quando
α = 0, a qual nos leva a V = constante, como podemos verificar a partir da equac¸a˜o
(7.28). Nessa situac¸a˜o, a equac¸a˜o (7.27)1 e´ automaticamente satisfeita. Das equac¸o˜es
(7.27)2 e (7.27)3, devemos ter β = β0, sendo β0 = constante e, determinamos, a partir
das equac¸o˜es (7.25) e (7.26), que F = constante = 1/2, correspondendo ao acopla-
mento mı´nimo.
Em vista disso, existe uma simetria de Noether para esse tipo de
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modelo, tal que V = constante, a saber

 α = 0, β = β0F = 1/2, V = constante. (7 - II)
7.2.2 Soluc¸o˜es Cosmolo´gicas
Escrevamos agora as equac¸o˜es de campo resultantes da Lagrangiana
(7.24)
ϕ¨
1− ϕ˙2 + 3Hϕ˙+
V ′
V
− 6(H˙ + 2H2)
√
1− ϕ˙2F
′
V
= 0, (7.29)
2H˙ + 3H2 = − p
2F
, H2 =
ρ
6F
, (7.30)
com ρ = ρϕ + ρm e p = pϕ, onde ρϕ e pϕ sa˜o dados por
ρϕ =
V√
1− ϕ˙2 − 6HF
′ϕ˙, (7.31)
pϕ = −V
√
1− ϕ˙2 + 2(F ′ϕ¨+ 2HF ′ϕ˙+ F ′′ϕ˙2). (7.32)
A partir da simetria de Noether aqui encontrada (7 - II), tambe´m
interpretando um potencial de auto-interac¸a˜o constante como sendo uma constante
cosmolo´gica, V = Λ (devida ao campo taquioˆnico e na˜o a` energia de va´cuo), essas
equac¸o˜es de campo tomam as formas
ϕ¨
1− ϕ˙2 + 3Hϕ˙ = 0, (7.33)
2H˙2 + 3H2 = Λ
√
1− ϕ˙2, (7.34)
H2 =
Λ√
1− ϕ˙2 +
ρ0m
a3
, (7.35)
e ainda temos mais uma equac¸a˜o, relacionada a` constante de movimento, a qual esta´
associada a essa simetria de Noether
Σ0 = −β0 Λa
3ϕ˙√
1− ϕ˙2 . (7.36)
Da equac¸a˜o (7.35), podemos definir Λ = Λ/
√
1− ϕ˙2 = Λ(t), que e´ o
equivalente a uma ”constante cosmolo´gica” que depende do tempo.
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A fim de descrever a era inflaciona´ria, podemos nos utilizar da aproxi-
mac¸a˜o 1− ϕ˙2 ≈ 1, a qual leva em conta que, para termos uma expansa˜o acelerada,
devemos ter a garantia de que o mo´dulo da pressa˜o negativa do campo e´ suficiente
para superar o valor da densidade de energia do campo. Lembremos ainda que
podemos considerar ρ0m = 0 para essa e´poca.
Dessa forma, a partir de (7.35), determinamos que o fator de escala
evolui com o tempo conforme
a(t) = exp
[√
Λ
3
(t− t0)
]
, (7.37)
de acordo com o que era esperado.
A partir da equac¸a˜o (7.33), determinamos que
ϕ(t) = ϕ0 exp[−
√
3Λ(t− t0)] + ϕ1, (7.38)
com ϕ0 e ϕ1 sendo constantes. Da constante de movimento (7.36), segue que ϕ0 =
Σ0√
3β0Λ3/2
. Essa soluc¸a˜o mostra que ϕ(t) tende a um valor constante num intervalo
de tempo suficiente (quando ocorre o efeito inflaciona´rio), o que esta´ de acordo com
a nossa aproximac¸a˜o inicial ϕ˙2 ≈ 0.
Podemos ainda verificar a consisteˆncia dessas soluc¸o˜es resolvendo a
equac¸a˜o (7.34), a qual nos leva a` soluc¸a˜o (7.37) novamente. De (7.31) e (7.32),
vemos facilmente que nessa situac¸a˜o pϕ = −ρϕ = −Λ.
Como consideramos inicialmente uma constante cosmolo´gica efetiva,
Λ = Λ/
√
1− ϕ˙2 = Λ(t), podemos ver que em instantes anteriores ao caso limite
(ϕ˙2 ≈ 0), Λ apresentava um valor maior, mostrando que ha´ uma diminuic¸a˜o do
valor dessa constante cosmolo´gica efetiva a` medida que a inflac¸a˜o se processa, o que
obviamente na˜o apresenta o problema da mudanc¸a do valor de uma ”constante”.
Encontrar alguma soluc¸a˜o anal´ıtica para o caso em que ρm 6= 0,
mesmo que as equac¸o˜es a serem resolvidas agora sa˜o aparentemente mais simples
que as do Cap´ıtulo 6, continua sendo uma tarefa a´rdua. Enta˜o, escreveremos as
equac¸o˜es a serem resolvidas aqui tambe´m em termos do redshift, usando o mesmo
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Figura 7.1: Esquerda: paraˆmetros de densidade do campo de mate´ria e do campo
taquioˆnico em func¸a˜o do redshift. Direita: paraˆmetro de desacelerac¸a˜o em func¸a˜o
do redshift.
procedimento do Cap´ıtulo 6 e, a partir destas, procuraremos uma soluc¸a˜o nu´merica.
Lembrando que z = 1
a
−1 e d
dt
= −H(1+z) d
dz
, as equac¸o˜es (7.33) e (7.34) tornam-se
H2(1 + z)2ϕ′′ + [H +H ′(1 + z)]H(1 + z)ϕ′ =
= 3H2
[
1−H2(1 + z)2ϕ′2] (1 + z)ϕ′, (7.39)
2HH ′(1 + z) = ρm + ρϕ + pϕ, (7.40)
onde a densidade de energia da mate´ria e a densidade de energia e a pressa˜o do
campo taquioˆnico passam a ser dadas por
ρm(z) = ρ
0
m(1 + z)
3, (7.41)
ρϕ(z) =
Λ√
1−H2(1 + z)2ϕ′2 , (7.42)
pϕ(z) = −Λ
√
1−H2(1 + z)2ϕ′2, (7.43)
respectivamente.
Devemos usar as mesmas condic¸o˜es iniciais que as usadas no Ca-
p´ıtulo 6, pois estamos descrevendo o per´ıodo atual de evoluc¸a˜o do Universo. Apenas
devemos lembrar que agora λ∗ = Λ∗ = 0.72, γ = 1/2 e ξ∗ = 0.
Da esquerda da Figura 7.1, vemos que os paraˆmetros de densidade
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da mate´ria e do campo taquioˆnico evoluem praticamente da mesma forma que os
do modelo ΛCDM. Ainda, da direita dessa figura, constatamos que o redshift de
transic¸a˜o zt e´ maior que os previstos pelas soluc¸o˜es que obtivemos no Cap´ıtulo 6,
sendo tambe´m a curva de q praticamente ideˆntica a` do modelo ΛCDM. Esses resul-
tados podem ser entendidos observando-se que, para valores de redshift pequenos,
a constante cosmolo´gica efetiva Λ deve variar ta˜o pouco que podemos considera´-la
constante – o que nos diz que o campo taquioˆnico apresenta uma variac¸a˜o muito
lenta atualmente, garantindo um per´ıodo de expansa˜o acelerada. Pelo fato da alta
proximidade das curvas desse modelo taquioˆnico com as do modelo ΛCDM, inferi-
mos que a curva da diferenc¸a de magnitudes µ0 sera´ quase ideˆntica a`quela da Figura
(6.3), para o modelo ΛCDM, pois a distaˆncia de luminosidade depende da evoluc¸a˜o
dos paraˆmetros de densidade (esquerda da Figura (7.1)).
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Cap´ıtulo 8
Conclusa˜o
8.1 Fe´rmions
Em trabalhos recentes da literatura, onde abordou-se modelos com
campos fermioˆnicos, foram investigadas muitas poss´ıveis formas para densidades de
potencial e acoplamentos, as quais possibilitavam a descric¸a˜o de e´pocas aceleradas
e desaceleradas da expansa˜o cosmolo´gica. Os resultados aqui obtidos mostram que,
se a simetria de Noether deve ser satisfeita, temos formas bastante restritas para o
acoplamento, mais precisamente duas, enquanto que para a densidade de potencial
apenas uma forma e´ poss´ıvel.
O presente trabalho tambe´m nos mostrou que, satisfazendo a sime-
tria de Noether, quando temos um acoplamento mı´nimo do campo fermioˆnico com o
campo gravitacional, chegamos somente a previso˜es iguais ao do modelo padra˜o, ou
seja, desacelerac¸a˜o da expansa˜o cosmolo´gica – nesse caso, os fe´rmions apenas con-
tribuem com a densidade total de energia, comportando-se como mate´ria ordina´ria.
Por outro lado, com um acoplamento na˜o-mı´nimo, podemos somente descrever a
e´poca inflaciona´ria, o que significa que o campo fermioˆnico pode fazer o papel de
inflaton, mas na˜o o de energia escura [79].
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8.2 Ta´quions
Em muitos trabalhos, nos quais investigou-se modelos com campos
taquioˆnicos minimamente acoplados ao campo gravitacional, foram propostas va´rias
poss´ıveis formas para as densidades dos potenciais de auto-interac¸a˜o. Esses modelos
poderiam descrever per´ıodos acelerados e desacelerados da expansa˜o cosmolo´gica.
Com esse trabalho, vimos que, se a simetria de Noether for satisfeita, na˜o podemos
ter acoplamento mı´nimo para um campo taquioˆnico. Por outro lado, um acopla-
mento mı´nimo e´ uma boa aproximac¸a˜o para a descric¸a˜o de um regime desacelerado-
acelerado, isso em virtude de o acoplamento com o campo gravitacional ter variac¸a˜o
desprez´ıvel para valores de redshift menores que um.
Os resultados encontrados nos mostram que um campo taquioˆnico
pode descrever a e´poca inflaciona´ria, fazendo o papel de inflaton, e a transic¸a˜o do
Universo de um per´ıodo desacelerado para um per´ıodo acelerado, apresentando-se
como energia escura [80].
8.3 Potencial Constante
As soluc¸o˜es cosmolo´gicas obtidas para o caso das densidades de po-
tencial constantes mostraram-se interessantes. Para o caso do campo fermioˆnico, as
dificuldades relacionadas a F ter uma infinidade de formas poss´ıveis na˜o nos permi-
tiram a ana´lise de uma constante cosmolo´gica efetiva varia´vel com o tempo. Assim,
ficamos somente com uma soluc¸a˜o ideˆntica a` do modelo ΛCDM, o qual apresenta
problemas. Para o caso do campo taquioˆnico, em virtude de termos a existeˆncia de
uma simetria de Noether que restringiu a uma so´ forma o acoplamento e a densi-
dade de potencial, as soluc¸o˜es mostraram-se u´teis na descric¸a˜o do que e´ constatado
observacionalmente, podendo descrever a inflac¸a˜o e o per´ıodo acelerado atual.
A existeˆncia dessas simetrias permitiu uma interpretac¸a˜o de que
pode existir para esses modelos uma ”constante cosmolo´gica” efetiva dependente
do tempo, tal que a sua natureza e´ devida ao potencial de auto-interac¸a˜o constante
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do campo, e na˜o a` energia de va´cuo, que a rigor deve ter uma densidade de energia
fixa, a qual cai em problemas quando confrontada a`s estimativas do seu valor –
estas dizem que o seu valor atual deve ser muito diferente do seu valor no per´ıodo
inflaciona´rio, o que inevitavelmente gera uma inconsisteˆncia.
8.4 Trabalhos Futuros
Como um prosseguimento ao trabalho iniciado nessa dissertac¸a˜o,
a ana´lise de modelos com campos bosoˆnicos e fermioˆnicos interagentes (interac¸a˜o
bo´son-bo´son e fe´rmion-bo´son) e´ um caminho natural a` busca de modelos mais com-
pletos, a partir dos quais poderemos descrever uma interac¸a˜o entre a mate´ria escura
e a energia escura.
83
Bibliografia
[1] A. H. Guth, Phys. Rev. D 23, 347 (1981).
[2] A. Linde, Phys. Lett. B 108, 389 (1982).
[3] A. Albrecht, P. J. Steinhardt, Phys. Rev. Lett. 48, 1220 (1982).
[4] A. G. Riess et al., Astron. J. 116, 1009 (1998).
[5] S. Perlmutter et al., Astrophys. J. 517, 565 (1999).
[6] P. J. E. Peebles, B. Ratra, Rev. Mod. Phys. 75, 559 (2003).
[7] M. Szydlowski, A. Kurek, A. Krawieck, Phys. Lett. B 642, 171 (2006).
[8] J. B. Binder, G. M. Kremer, Gen. Rel. Grav. 38, 857 (2006).
[9] S. Capozziello, G. Lambiase, Gen. Relativ. Grav. 32, 295 (2000).
[10] J. C. C. de Souza, V. Faraoni, Class. Quantum Grav. 24, 3637 (2007).
[11] B. Vakili, Phys. Lett. B 664, 16 (2008).
[12] S. Capozziello, A. De Felice, arXiv: 0804.2163v1, (2008).
[13] A. Yu. Kamenshchik, U. Moschella, V. Pasquier, Phys. Lett. B 511, 265 (2001)
[14] J. C. Fabris, S. V. B. Gonc¸alves, P. E. de Souza, Gen. Relativ. Gravit. 34, 53
(2002).
[15] M. C. Bento, O. Bertolami, A. Sen, Phys. Rev. D 66, 043507 (2002).
84
[16] A. Dev, J. S. Alcaniz, D. Jain, Phys. Rev. D 67, 023515 (2003).
[17] G. M. Kremer, Gen. Relativ. Gravit. 35, 1459 (2003).
[18] L. P. Chimento, A. S. Jakubi, D. Pavo´n, Phys. Rev. D 67, 087302 (2003).
[19] R. De Ritis, G. Marmo, G. Platania, C. Rubano, P. Scudellaro, C. Stornaiolo,
Phys. Rev. D 42, 1091 (1990).
[20] R. De Ritsi, G. Marmo, G. Platania, C. Rubano, P. Scudellaro, C. Stornaiolo,
Phys. Rev. D 44, 3136 (1991).
[21] S. Capozziello, R. Ritis, Class. Quantum Grav. 11, 107 (1994).
[22] S. Capozziello, G. Lambiase G, Grav. Cosmol. 6, 174 (2000).
[23] M. Demianski, E. Piedipalumbo, C. Rubano, C. Tortora, Astron. and As-
trophys. 454, 55 (2006).
[24] S. Capozziello, P. K. S. Dunsby, E. Piedipalumbo, C. Rubano, Astron. and
Astrophys. 472, 51 (2007).
[25] A. Einstein, Analen der Physik 49, (1916).
[26] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology: Principle and Aplications of the
General Theory of Relativity. John Wiley and Sons, 1972.
[27] R. A. D’Inverno, Introducing Einstein’s Relativity. Oxford University Press,
1997.
[28] L. D. Landau, E. M. Lifshitz, Teoria do Campo. Editora Mir, 1980.
[29] A. Liddle, An Introduction to Modern Cosmology. John Wiley and Sons, 2003.
[30] W. L. Freedman et al., Astrophys. J. 533, 47 (2001).
[31] A. Linde, Particle Physics as Inflationary Cosmology. Harwood Academic
Publisher, 1993.
85
[32] L. H. Ryder, Quantum Field Theory. Cambridge University Press, 2a ed., 1996.
[33] C. Brans, R. H. Dicke, Phys. Rev. 124, 925 (1961).
[34] c. L. Bennett et al., Astrophys. J. Supp. 148, 1 (2003).
[35] M. Fukugita, P. J. E. Peebles, Astrophys. J. 616, 643 (2004).
[36] A. G. Riess et al., Astrophys. J. 659, 98 (2007).
[37] M. Fukugita, P. J. E. Peebles, Astrophys. J. 616, 643 (2004).
[38] M. Persic, P. Salucci, F. Stel, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 281, 27 (1996).
[39] L. N. Hand , J. D. Finch, Analytical Mechanics. Cambridge University Press,
1998.
[40] G. J. Sussman, J. Wisdom, M. E. Mayer, Structure and Interpretation of Clas-
sical Mechanics. The MIT Press, 2000.
[41] E. Noether, Nachr. D. Ko¨nig. Gesellsch. D. Wiss. Zu Go¨ttingen, Math-Phys.
Klasse, 235 (1918).
[42] H. Goldstein, C. Poole, Safko J, Classical Mechanics. Addison Wesley, 3a ed.,
2000.
[43] R. Abraham, J. Marsdem, Foundation of Mechanics. Benjamin, 1978.
[44] G. Marmo, E. J. Saletan, A. Simoni, B. Vitale, Dynamical Systems. A Differen-
tial Geometric Approach to Symmetry and Reduction. Wiley, 1985.
[45] G. Morandi, C. Ferrario, G. L. Vecchio, G. Marmo, C. Rubano, Physics Rep.
188, 149 (1990).
[46] Y. N. Obukhov, Phys. Lett. A 182, 14 (1993).
[47] B. Saha, G. N. Shikin, Gen. Relativ. Gravit. 29, 1099 (1997).
86
[48] B. Saha, Phys. Rev. D 64, 123501 (2001).
[49] C. Armenda´riz-Pico´n, P. B. Greene, Gen. Relativ. Gravit. 35, 1637 (2003).
[50] B. Saha, T. Boyadjiev, Phys. Rev. D 69, 124010 (2004).
[51] B. Saha, Phys. Rev. D 69, 124006 (2004).
[52] M. O. Ribas, F. P. Devecchi, G. M. Kremer, Phys. Rev. D 72, 123502 (2005).
[53] B. Saha, Phys. Rev. D 74, 124030 (2006).
[54] M. O. Ribas, F. P. Devecchi, G. M. Kremer, Europhys. Lett. 81, 19001 (2008).
Chimento L P
[55] L. P. Chimento, F. P. Devecchi, M. Forte, G. M. Kremer, Class. Quantum Grav.
25, 085007 (2008).
[56] N. D. Birrell, P. C. W. Davies, Quantum Fields in Curved Space. Cambridge
University Press, 1982.
[57] R. Balian, J. Zinn, Methods in Field Theory. North-Holland Publishing Com-
pany & World Scientific Publishing, 1981.
[58] V. B. Berestetski, E. M. Lifshitz, L. P. Pitaevski, Quantum Electrodynamics.
Nauka, Moscow, 1989.
[59] L. R. W. Abramo, F. Finelli, Phys. Lett. B 575, 165 (2003).
[60] D. Liu, X. Li, Phys. Rev. D 70, 123504 (2004).
[61] G. M. Kremer, D. S. M. Alves, Gen. Relativ. Grav. 36, 2039 (2004).
[62] D. A. Steer, F. Vernizzi, Phys. Rev. D 70, 043527 (2004).
[63] C. Campuzano, S. Del Campo, Phys. Lett. B 633, 149 (2006).
[64] R. Herrera, S. Del Campo, C. Campuzano, J. Cosmol. Astropart. Phys. 610,
009 (2006).
87
[65] H. Xiong, J. Zhu, Phys. Rev. D 75, 084023 (2007).
[66] L. Balart, S. Del Campo, R. Herrera, P. Labran˜a, J. Saavedra, Phys. Lett. B
647, 313 (2007).
[67] T. Padmanabhan, Phys. Rev. D 66, 021301 (2002).
[68] J. Hao, X. Li, Phys. Rev. D 66, 087301 (2002).
[69] J. S. Bagla, H. K. Jassal, T. Padmanabhan, Phys. Rev. D 67, 063504 (2003).
[70] H. K. Jassal, Pramana 62, 757 (2004).
[71] S. Del Campo, R. Herrera, D. Pavo´n, Phys. Rev. D 71, 123529 (2005).
[72] A. Das, S. Gupta, T. D. Saini, S. Kar, Phys. Rev. D 72, 043528 (2005).
[73] G. Panotopoulos, arXiv: 0606249v2, (2006).
[74] J. Ren, X. Meng, arXiv: 0610266v2, (2008).
[75] V. H. Ca´rdenas, Phys. Rev. D 73, 103512 (2006).
[76] S. K. Srivastava, arXiv: 0409074v4, (2005).
[77] J. M. Virey et al., Phys. Rev. D 72, 061302 (2005).
[78] A. G. Riess et al., Astrophys. J. 607, 665 (2004).
[79] R. C. De Souza, G. M. Kremer, Class. Quantum Grav. 25, 225006 (2008).
[80] R. C. De Souza, G. M. Kremer, arXiv:0809.2331v2, (2008).
88
